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Diem Magniſico, 
Hochedelgebohrnen, Hochgelahrten Herrn, 
5 E R R N 


George Heinrich 
BA Se 


d. Z. Rectori ber Univerſitaͤt zu Leipzig, und der philo— 

ſophiſchen Facultaͤt daſelbſt Decano; der mathemati- 

ſchen Wiſſenſchaften oͤſſentlichen Lehrer und Profeſſori 

ordinario; des Frauen-Collegii Collegiaten und dermas- 

ligen Praͤpoſito; der Leipziger oͤkonomiſchen 
Societaͤt Mitgliede. 


Ld T 
i : 


Magnifice, 
Hochedelgebohrner Herr, 
Hochgeehrteſter Herr Rector, 


A LÉI es noch zweifelhaft (eon könnte 
\ =» ob die erften Eindruͤcke, die auf une 
; >= ſten und dauerhafteſten waͤren: fo 


wuͤrde mich gewiß die Lebhaftigkeit derjenigen Em⸗ 
pfindung davon überzeugen, mit welcher ich ges 


genwartige Abhandlung Ew. Magniſicenz zu 


übergeben die Ehre habe, da ich auf die ange: 
nehmſte Weiſe fuͤhle, wie ſehr die Proben Ihrer 
beſondern Guͤtigkeit, ja ich kann fagen, Ihrer 


vorzuͤglichen Liebe und Sorgfalt, mich Ihnen | 


verbunden haben, mit welchen Sie, von meinem 
zarteſten Alter an, in welchem ich das Gluck 
hatte Sie kennen zu lernen, mich beehret haben. 


Gegenwaͤrtige Abhandlung, die Arbeit und 
Beſchaͤftigung meiner Nebenſtunden, uͤbergebe ich 


Ew. Magnificenz um ſo mehr mit Vergnuͤ⸗ 


gen, da ich Ihnen hierdurch einen Beweiß geben 
X 2 | kann, 


fer Herz gemacht werden, die ſtaͤrk⸗ 


kann, wie id) dieſelben zugebracht habe. Der 
getreue und ſorgfaͤltige Unterricht, welchen ich, 
fo verſchiedene Jahre hindurch, von Denenſelben 
genoſſen habe, erfuͤllt mich nicht allein mit der vor⸗ 
zuͤglichſten Achtung und Erkenntlichkeit, ſondern 
lehrt mich auch zu gleicher Zeit den Fleiß ro, 
ahmen, in welchem Ew. Magnificenz jederzeit 
das wuͤrdigſte Beyſpiel geben. 


Ich habe zu den eifrigſten Wuͤnſchen fuͤr 
Dero beſtaͤndiges und dauerhaftes Wohlergehen, 
nichts weiter als die Bitte noch hinzuzuſetzen, daß 
Sie mir Ihre Liebe und Wohlgewogenheit er⸗ 
halten und mich noch fernerhin damit beehren 
wollen. Der ich mit der vollkommenſten Hoch⸗ 
achtung verharre 


Ew. Magnificenz 
Leipzig, 
den 20. April 
1772 


ergebenſtgehorſamſter, 


Curt Friedrich von Schönberg. 


Vorrede. 


Vorrede. 


. Innhalt gegenwaͤrtiger Abhand⸗ 
E lung erſtreckt fi, einige wenige 
pulus Aufgaben ausgenommen, ganz allein 

` auf die Kegelſchnitte, obgleich bie 
darinn gebrauchte Methode, auf alle krumme Linien, 
algebraiſche und tranſcendentiſche, fid) anwenden läßt. 
Denn einmal ſind doch die Kegelſchnitte von allen be— 
kannten Linien die nuͤtzlichſten und brauchbarſten, und 
überdiefes ift es vortheilhaft, das Verfahren, deffen. 
man ſich, in verſchiedener Abſicht, bey den krummen 
Knien uͤberhaupt, bedient, an den Kegelſchnitten, als 
den einfachſten Linien, zuerſt kennen zu lernen, zumal, 


da bey den Linien hoͤherer Ordnungen, nicht ſo gar viele 
Unterſuchungen vorkommen, welche dieſe nicht mit jenen 


gemein haben, oder wo das Verfahren fuͤr dieſelben 


einige Abaͤnderung leidet. Ich habe aber die hier ge⸗ 
brauchten Formeln, die, wie man aus der Vergleichung 
ſehen kann, mit den Differentialformeln, nach denen 


man die gegebene, differentlirte Gleichung, anordnet 
X 3 und 


Vorrede. 


und hern ach integrlrt, im Grunde einerley fin, fo ein. 
zurichten geſucht, daß der Nutzen, der, bey ben hier 
vorkommenden Aufgaben, die Erfindung der Tangen— 
ten, und der damit verwandten Linien, verfchaft, fidt. 
bar in die Augen faͤllt, wobey ich zugleich gezeigt habe, 
wie man ſich dieſer Formeln, ohne die Regeln des Dif— 
ferentiiren vorauszuſetzen, bedienen muͤſſe. Hierdurch 
aber glaube ich denenjenigen einen angenehmen Dienſt 
zu erzeigen, denen Abſicht Zeit oder andere Umſtaͤnde 
nicht verſtatten, uͤber die Graͤnzen der gemeinen Algebra 
hinauszugehen; ja ich darf hoffen, daß auch verſchie⸗ 
dene von denen, die ſich bey Aufloͤſung dieſer Aufgaben 
des hoͤhern Caleuli, aber, wie oft geſchieht, nicht mit 
der gehoͤrigen Einſicht und gleichſam auf eine mechani⸗ 
ſche Art bedienen, wenn ſie die Entſtehung und An⸗ 
wendung der hier gelehrten Formeln, nebſt denen, gehoͤ— 
rigen Orts beygebrachten Erinnerungen, in Erwaͤgung 
ziehen, deutlicher als vorher einſehen werden, wie und 
warum man das Geſuchte durch Integrirung des dafuͤr 
erforderlichen Differentialausdrucks erhaͤlt. Hierbey 
muß ich jedoch, zu meiner Entſchuldigung, noch dieſe 
Erinnerung hinzuſetzen, daß ich dadurch keinesweges 

behaupte, als ob die Formeln, wie ſelbige hier nach den 
gewoͤhnlichen Differentialformeln ausgedruckt ſind, einen 
Vorzug vor den letztern haͤtten. Es iſt vielmehr gewiß, 
daß bey dieſen ſelbſt die Bezeichnung bequemer iſt, 
und daß fid) eine aͤhnliche Veränderung und Einrich⸗ 
tung bey denenjenigen Formeln, in welchen höhere Dif- 
ſerentialen mit vorkommen, nicht immer mit eben der 
Leichtigkeit, wie bey den erſtern, anbringen läßt, 


ER 


Vorrede. 


Ich wuͤrde, wie ich anfaͤnglich Willens war, die 
Erfindung der größten und kleinſten Ordinaten, ingleis 
chen des Halbmeſſers der Kruͤmmungskreiſe (radii 
ofculi) für die Kegelſchnitte hier mit beygefuͤgt, und 
durch Beyſpiele erlaͤutert haben, wenn mich nicht die 
Bedenklichkeit zuruͤckgehalten haͤtte, daß ich dadurch, 
wider meine Abſicht, die Graͤnzen dieſer Schrift zu ſehr 
erweitern moͤchte. Die hier und da vorkommenden 
Citata, beziehen fid) durchgängig auf die mathemati⸗ 
ſchen Lehrbuͤcher des Herrn Hofrath Kaͤſtners, die in 
Jedermanns Haͤnden ſind, oder es doch wenigſtens, 
ihrer innern Vortrefflichkeit und zweckmaͤßigen Voll— 
ſtaͤndigkeit wegen, zu ſeyn verdienen. Verſchiedene 
Aufgaben und Exempel habe ich aus ſeiner Analyſi des 
Unendlichen entlehnt, und nach meiner Art vorgetra⸗ 
gen; woruͤber man mir, wie ich glaube, keine Vor⸗ 
wuͤrfe machen wird, ſo wie ich auch zuverſichtlich hoffe, 
daß man kleine Verſehen, die hier und da meiner Mut, 
merkſamkeit entgangen ſeyn koͤnnten, mir nicht ſowohl 

zurechnen, als vielmehr meinen Jahren verzei⸗ 

hen wird. 


Innhalt. 


Innhalt. 


L Von den Tangenten, Subtangenten, Norma⸗ 
len und Subnormalen der Kegelſchnitte 
$. 1 


IL Von ben Quadraturen der Kegelſchnitte und 
den natürlichen oder hyperboliſchen Loga— 
rithmen 60 


Il. Von der Rectification der Kegelſchnitte 154 


IV. Von Cubirung der Körper beſonders der 
runden, die durch Umdrehung einer krum⸗ 
men Linie um ihre Axe entſtehen 178 


V. Von der Quadratur der krummen Seitenflaͤ⸗ 
chen, derer durch Umdrehung einer krummen 
Linie entſtandenen runden Koͤrper 193 


vi Anhang einiger Aufgaben, die Kegelſchnitte 
betreffend | 202 


E 


L Von 


Von den E ` 

Tangenten, Subtangenten, Normalen 
und . 
Subnormalen ber Kegelſchnitte. 


enn (Fig. 1.) eine gerade Linie GH an einen 

gë Punct M eines Kegelſchnitts dergeſtalt an⸗ 

krifft, daß ihre Verlängerung von beyden Sei. 

ten des Punctes, die krumme Linie nicht ſchneidet, ſo 

heißt dieſe gerade finie. eine Tangente des Schnitts; 

der Punet, den fie mit der krummen Linie gemein hat, 
ein Beruͤhrungspunet. dert WE 


2. Anmerkung. | Diefe, Erklärung der Tangente, des 
ren Möglichkeit, fogleich gezeigt werden foll, iſt eben dieſelbe, 
die Euklides (3. B. 2, Exkl.) für den Cirkel gegeben hat; 
fie gilt aber für alle Kegelſchnitte, oder Linien der zweyten 
Ordnung. Bey Linien der hoͤhern Ordnungen hingegen kann 
es gar wohl geſchehen, daß die ‚Verlängerung der Tangente 
an einem Puncte die krumme Linie irgendwo wieder ſchneldet, 
und alſo mehr als einen Punct mit ihr gemein hat. Ein 
Beyſpiel hiervon giebt GH (Fig. 2. ). 


3. Erkl. Ein Perpendikel MQ (Fig. 1.) auf der 
Tangente aus dem Beruͤhrungspuncte, wird die Normale 
genennt. Eine Ordinate MP ong eben den Beruͤhrungs⸗ 
puncte auf die Abſciſſenlinie A P gezogen, beſtimmt auf 
ihr die beyden Theile PT, PN, von welchen jener die 
Subtangente, dieſer die Subnormale genennt wird. 

a. 4. Anm. 


2 SC ben Tangenten, Subtangenten, Kc. 


4. Anm. Die Benennung der Subtangente und Sub» 
normale bleibt, die Ordinate PM mag rechtwinklicht oder 
ſchiefwinklicht auf AB fallen, d. i, fie mag einer Axe, oder 
einem Durchmeſſer, oder irgend einer andern Abſciſſenlinie zu⸗ 
8 geordnet ſeyn. Doch werden hier durchgängig, wenn nichts 
weiter erinnert wird, fid dieſe Linien auf die Hauptaxe des 
Schnitts, und folglich auf rechtwinklichte Coordinaten be⸗ 
ziehen. 

e, Aufgabe. x. Eine Tangente GH an einen 
gegebenen Punct M eines Regelſchnitts geome. 
triſch zu ziehen. «s 

Aufloͤſung für die Ellpſe und Hyperbel Fig. 3. 
3.) Aus dem Puncte M ziehe man nach den beyden 
Brennpuncten F. f, die Linien MF, Mf, und nehme auf 
der größten derselben, (bier M f) die man in der Hyper⸗ 
bel nach. K zu verlängern muß, MK — M, und ziehe 
FK, fo ift die Parallele GH durch den Punct M mit FK 
gezogen, die verlangte Tangente. 


Beweiß 1.) für die Ellipſe. Weil GH i F K — 
MFK=MKFY iſt GMF—HMK. Geſetzt die Linie 
MH könnte die Ellipſe noch irgendwo z. E. in L ſchnei⸗ 
den: fo nehme man auf der nad) I verlängerten MF; IM 
= Mff alſo EI MF -F Mf = AB — a (Alg. 378. y und 
ziehe FL, Lf, IL. In den Triangeln f ML, IML find 
alsdenn die Seiten £M, "M L den Seiten I NI, ML, und 
alſo, wegen der gleichen Winkel H MK, IM H zwiſchen 
dieſen Seiten, auch die dritte Seite LE der dritten LI 
gleich. Nun ift aber, nach der Annahme, der Punct L fo 
wie M in der Ellipſe, alſo auch MF + Mf= FL Lf 
d. i. FL-ELI-FI, zwo Seiten bes Triangels FIL ſo 
groß wie die dritte Seite; welches abſurd iſt. 

II.) fuͤr die Hyperbel. Hier ſind, wie bey der € 
lipſe GMF—HMK-GMf Auf Mf nehme man 
MIS MF, ſo iſt fI — =fM — MF = AB S a (Alg. 

406. 
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406.) Geſetzt MH koͤnnte die Hyperbel noch irgendwo 
z. E. in L ſchneiden: fo ziehe man LF, LT, Lf, fo iſt LI 
— LFaffoLf — LFS Lf— LL Iſt gun, wie hier 
angenommen wird, der Punct L fo wie M in der Hyper⸗ 
bel, fo if L£ — LI — fI ober Lf FIT LI: welches 
abſurd ift. « 

Eben fo kann man zeigen, daß auch bie unterwaͤrts 
nach G zu, verlängerte MH, die Hyperbel und Ellipſe 
nicht ſchneiden kann. Alſo hat GH nur den einzigen 
Punct M mit dem Kegelſchnitte gemein, und ift folglich 
eine Tangente (1.) an dieſem Puncte. 


6. Sufats. 1. Weil in der Parabel (Fig. 1.) die Are 
unbegraͤnzt ober unendlich; (Alg. 35 5.) alfo auch der an⸗ 
dere Brennpunct k, ſo wie der Mittelpunct, als unendlich 
entfernt von dem Brennpunete P anzuſehen ift: fo muß 
man, um vorhergehende Aufloͤſung auf die Parabel an⸗ 
zuwenden, aus dem gegebenen Puncte M an den Brenn⸗ 
punct F eine gerade Linie MF, und eine andere mit der 
Axe AB parallel laufende Mf ziehen, die als ein Stuͤck 
der Linie aus dem andern, unendlich entfernten, Brenn 
puncte f anzuſehen iſt. Nimmt man nun gleichfalls auf 
ihr MK — MF und zieht FK, fo iſt die Parallele GA 
mit FK durch den Punct M, die verlangte geometriſche 
Tangente an den gegebenen Punct der Parabel. | 


7. Anm. Das Verfahren im vorhergehenden Zuſatze 
gründet ſich darauf, daß man die Parabel als eine Ellipſe 
anſieht, deren große Axe unendlich wäre. (Alg. 384.) Nun 
giebt es zwar eigentlich keine Ellipſe von einer ſolchen Axe, 
weil die ſe Linie eine in fic) ſelbſt zuruͤcklaufende Linie ift, und 
die Are dadurch begraͤnzt wird (Alg. 363. 364.) Da ſich 
aber erweiſen laͤßt (Alg. 383.) daß für einceley Scheitelpunct, 
Parameter und Abſeiſſe der Parabel und Ellipſe, der Unter- 
ſchied ihrer Bogen immer geringer wird, je mehr man die 
Axe der Ellipſe vergrößert, bergeftalt, daß er endlich kleiner 

A 2 als 
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als jede angebliche Größe werden kann: fo bedient man ſich 
ſolcher uneigentlichen Ausdruͤcke und Vorſtellungen, wie in 
andern Faͤllen, alſo auch hier, die Schluͤſſe dadurch zu ver⸗ 
kurzen, und die Rechnung zu erleichtern; und man bedient 
ſich derſelben mit deſto groͤßerer Zuverſicht, wenn man das⸗ 
jenige zuvor reiflich uͤberdacht und erwogen hat, was Herr 
Hofrath Kaͤſtner davon, hier und da in feinen Schriften 
und Vorreden, beygebracht hat, wo er das jenige, was vica 
len hierbey unbegreiflich zu ſeyn geſchienen hat, durch ſeine 
Erläuterungen entwickelt, und durch feinen Vortrag begreif⸗ 
lich gemacht hat. p" 

9. FJuſatz. 2. Weil (Fig. 1. 3. 4.) in dem Triangel 
FMK die Seite MK — MF (5. 6.) fo ifi der Winkel 
MFKR=MKE, alſo auch wegen der Parallelen G H, FK 
die correſpondirenden Wechſelswinkel GMF, H MX, 
oder: die Winkel, welche die aus den Brennpun⸗ 
cten an den Beruͤhrungspunct gezogenen Linien 
MF, Mf mit der Tangente machen, einander gleich. 


9. Juſ. 3. Wenn man in der Ellipſe oder Parabel, 
MF oder Mf über die Tangente hinaus verlängert, fo 
find, wegen der gleichen Winkel GMF, HMR (g) an 
oder unter der Tangente, und der neu entſtehenden glei⸗ 
chen Verticalwinkel: die Winkel unter der Tangente 
den correſpondirenden anliegenden uber derſelben 
gleich. In der Hyperbel iff dieſe Verlängerung nicht 
noͤthig. a 

10. Ouf. 4. Alſo wird der Winkel, den in der 
Ellipſe und Parabel die Verlaͤngerung der aus dem 
einen Brennpuncte an den Beruͤhrungspunct mit 
der andern aus demſelben Beruͤhrungspuncte in 
den zweyten Brennpunct gezogenen Linie, oder, in 
der Spyperbel, die unverlängerten Linien FM, Mf 
bey M machen, durch die Tangente GH in zween 
gleiche Theile getheilt. Der Theilung dieſes "n 

eis 
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kels bedient man fid) insgemein zu Auflöfung ber Auf⸗ 
gabe (5. 

11. Aufg. 2. Eine Normale MO an einen ge 
gebenen Dunct M eines Kegelſchnitts geometriſch 
zu ziehen. / | 

Aufl. Man ziehe ben Winkel FMK; (5.) die Linie 
MO die dieſen Winkel theilt, iſt die verlangte Normale. 


Bew. Man ziehe eine Tangente GH an den Punct 
M (5) fo it, FMQ = QMK; und GMF— HMR; 
alſo FMQ-- GMF — QMK 4- HMK, oder MO dn 
Perpendikel auf der Tangente aus dem Beruͤhrungs⸗ 
puncte, und folglich (3.) eine Normale an den gegebenen 
Punct. cdd 

12, Zuſ. r. Wenn man alfo die Normale MO zieht 
(rv) unb aus M ein Perpendikel MH auf betr Nor⸗ 
male aufrichtet, fo ift dieſes Perpendikel zugleich eine 
Tangente an den gegebenen Punct; (3) auf welche Art 
die Aufgabe (5) gleichfalls geloͤßt werden kann. 


13. Ouf. 2. Wenn man HM nach G zu, bis an T 
verlängert, fo ift das Stuͤck MT ein beſtimmter Theil 
der unbegraͤnzten geometriſchen Tangente GH, welcher 
von der Abſciſſenaxe des Schnitts auf eben die Art, wie 
beym Cirkel in der Trigonometrie von der Secante, ab⸗ 
geſchnitten und begraͤnzt wird. Eben fo wird MN ein 
beſtimmter Theil der unbegraͤnzten geometriſchen Nor⸗ 
male MO; und in dem Verſtande kann man die Groͤße 
einer ſolchen beſtimmten Tangente oder Normale, fuͤr 
jeden beliebigen Punct, ſo wie die Subtangente, Sub⸗ 
normale xc, algebraiſch ausdruͤcken, wie in der Folge ger 
zeigt werden wird. e 


14. Juſ. 3. Da die Tangente des Schnitts mit der 
Linie F K jederzeit parallel läuft (5. 6.) fo erſieht man 
hieraus ſogleich: N 

A 3 1) die 
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1) die Lage der Tangente gegen die Axe, und auf 
welcher Seite des Mittelpunctes dieſe Tangente die Axe 
ſchneidet. | 

2) daß der Winkel K FM dem Winkel MTN, ben 
die Tangente mit der Axe macht, allemal gleich ſeyn 
mif. 

3) daß dieſe beyden gleichen Winkel immer größer 
werden, und ſich einem rechten Winkel naͤhern, je naͤher 
M nach dem Scheitel A zu ruͤckt, ſo wie im Gegentheil 
die beſtimmte Tangente auf den Fall abnimmt; unb ums 
gekehrt wachſt, wenn KN ſich vermindert, und daß folge 
lich über A, den Anfange ber Abfeiffen, eine unbeſtimmte 
Tangente GH auf der Axe ſenkrecht ſtehen müffe, Eben 
das gilt auch fuͤr den andern Scheitelpunct B. 


4) daß hingegen die beſtimmte Tangente MT an 
den beyden Scheiteln Nüll werde, oder verſchwinde, weil 
alsdenn, wenn M auf A oder B fälle, FK — o wird: fo 
wie die Tangente des Cirkels in der Trigonometrie fuͤr 
die Grade o und 180 gleichſalis o iſt. Endlich 


5) daß in der Ellipſe, wenn FM —fM wird [In 
dem Puncte, wo die Semiordinate der halben kleinen 
Axe gleich ift (Alg. 365.)] alſo FK in FN fälle, und der 
Winkel KF N unendlich klein oder Null ift: die Tangente 
an dieſem Puncte, ſowohl in Abſicht der Lage von FK 
als auch des unendlich kleinen Winkels K FN, mit der 
Are parallel laufen und alſo die Tangente und Subtan⸗ 
gente für den Quadranten der Ellipſe, eben fo wie die rk, 
gonometriſche Tangente und Secante fuͤr den Quadranten 
des Cirkels, unendlich ſeyn muͤſſe. 


15. Juſ. 4. Wenn man aus dem Puncte M des 
rechtwinklichten Triangels TMN, das Perpendikel M 
auf die Are herablaͤßt: fo find mit dieſer Ordinate PM, 
nicht allein PT unb PN (3) ſondern auch die SS. 
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AP — x und CP — u der Groͤße nach gegeben. Folg⸗ 
lich kann man fuͤr jeden in dem Umfange des Schnitts 
gegebenen Punct, dieſe Abfeiffen als bekannt anſehen, und 
die Werthe der dafuͤr zu ſuchenden Linien, in dieſen Ab⸗ 
ſeiſſen oder ihren Functionen, mit Zuziehung der in der 
Gleichung fuͤr die Linie befindlichen beſtaͤndigen Groͤßen 
ausdrücken, Es wird ſich alfo für jede Linie des Schnitts, 
dergleichen PT, PN, MT, MN sc. find, ein doppelte⸗ 
Ausdruck angeben laſſen, ie nachdem man die veraͤnderr 
liche Größe x oder u (die Abſciſſe vom Scheitel oder vom 
Mittelpuncte) in den Werth der finie zu bringen ſucht, 
welcher außerdem durch die mitverbundnen unveraͤnder⸗ 
lichen oder beſtaͤndigen Groͤßen noch mehrere Geſtalten 

annehmen kann. Mehrentheils ſucht man den Werth 
Dieter Linien in den Abſeiſſen x oder ihren Dignitaͤten, mit 
Zuziehung der großen Axe und des Parameters zu beſtim⸗ 
men, weil fid) die feld) rgeſtalt für die Ellipſe oder Hy⸗ 
perbel gefundenen Ausdruͤcke am leichteſten auf die Para⸗ 
bel anwenden laſſen; wiewohl auch die Werthe in wel⸗ 
chen u befindlich iſt, ihren vielfachen Nutzen haben, und 
ſehr oft kuͤrzer ausfallen als die erſtern. Ich werde in 
der Folge dieſe Linien in den aden ſowohl von x als u 
angeben. 


16. Aufg. 3 Einen Ausdruck fuͤr die Sudan 
gente PT zu finden 


Aufl. 1) für die Ellipſe (819. s. ) Weil TM 
Il FK (5) fo if FK£co T Mf, alfo 


CK sfF=KMYFT 
oder (in den Werthen dieſer Linien (Alg. 376. 378. Ju und 


well KM = FMIj TUN , alfo K £M 
4. / T 


2 4 Mx 
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at — C2 


i e FM SA "e 


PAIS EH s qu Va — 


2 Ur 
= —, wenn 
a 


a | a 
8 , fF.K 
man Ya’ — c2 rf ſetzt) FT d = 
= ah 
7 un iff 
FP-FC—CP-— —u 
Laf nf 


( ims E 
. alfo FERA m um 


=: PT 
u 
Fiele ber Punct P zwiſchen F und A, ſo waͤre alsdenn 
FP-PC—CF-u— — ud PT=FT—FP= 
ee kd JE S 
RER RE Gë 5 An 
nichts deſto weniger Koos 


In dieſen gefundenen Werth von PT, 2 a — Datt ` 
u ſubſtituirt (Alg. 368.) giebt 


name 2——X ax—x? 2 —X)X 
PT= mii Lund T^ Se: 8 | 
ada—x) 7 dax ^ fac 


wo x die Abfeiffe AP vom Scheitel A an gerechnet bes 
deutet. 
II.) 10 für die Hyperbel. (Fig. 6.) Wenn man hier 


date — ſetzt, ſo ift (Ag. 425. 406.) fR=— 
=fM+FM, Da nun hier, wie in der Ellipſe: 


— u, dem vorigen 


, 


bet Kegelſchnitte. TES 
ER (FE): miss EM Lam Lier 


- 2 Be 2 e 7 2 
ep ET TFP. a uf sce Eh 
4 au 8 An? 

PT. , : 


Auch Hier kann P zwiſchen F Aë A fallen. Dann iſt 
FP—CF—CPunbPT-—FT-—FP. ES ohngeachtet 


bleibt der Ausdruck P PT = 


derſelbe. 


In dieſen gefundnen Werth Hei ftatt u ifie 
(Alg. 402.) giebt 
4(da+x)”—a*  axtx? (a ＋ x) x 


him eee eee ee 


und alſo eben 


17. Anm. In vorſtehenden beyden Yuflöfungen TN 


das Verfahren für die Ellipſe unb Hyperbel vollkommen ei» 
nerley, und die Vergleichung dieſer und anderer Rechnungen 
für dergleichen Linien zeigt offenbar, daß das Reſultat derſel⸗ 
ben bey beyden gemeiniglich in nichts als in den Zeichen ei⸗ 
niger Glieder verſchieden ſey. Die Folge wird dieſes noch 
mehr beſtaͤtigen, und nur in wenigen beſondern Faͤllen eine 
Ausnahme machen. So werden z. E. die beyden (I. IL) ge⸗ 
fundenen Werthe in dieſen Ausdruck 

. ou Gua. 


u 


A 5 = ax 


| 


4 
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wo die obern Zeichen fen die Ellipſe, die untern für die Hy —- 
perbel gelten. 


insgemein zuſammen gefaßt, 


Die Subtangente hat uͤbrigens, ſo wie andere mit ihr 
verbundene Linien in der Algebra einen betraͤchtlichen Nutzen. 
Ver mittelſt derſelben kann man auch die Aufgabe (5) analy- 
tiſch loͤſen, weil fie den Punct T, wo die Tangente die Axe, 
den Diameter, oder irgend eine andere der Lage nach gegebene 
Abſciſſenlinie ſchneidet, durch ihre Länge finden, und das 
durch mit dem gegebenen Puncte M die Lage und Größe der 
Tangente beſtimmen lehrt. 


18. Zuſ. * A T=, ios folge: 


(iar x): ‚er Së ET 
die Subtangente ift alſo in ber Ellipſe und Syperbel 
die vierte Proportionale zu CP, AP, BP; das heißt, 
fuͤr die Ellipſe: die vierte Proportionale zu der Ab⸗ 
ſeiſſe aus dem Mittelpuncte und den Segmenten 
der großen Axe. 


19. Zuſ. 2. Weil man die Parabel als dag Ste 

von einer unendlich großen Axe anſehen kann (7) ſo ſetze 

2x(ad x) 
a ＋ 2x 


2X ( -* 2x e 
MT M7 xt 


Qo —2X 
der Parabel. Auch giebt der Ausdruck von PT er 
gende Proportion: 


aXaborzacrT | 
Ye | | Da 


man in PT= (17) a — eo, ſo kommt PT 


— 2x für bie Subtangente 


, H 


der Kegelſchnitte. ue a 


Da nun in der Cílipfe a— x > a—2x, fo ift aud) 
PT 2x, aber in der Hyperbel, wo ax Sax, 
dieſes PT gx. Es iſt alf»: die Subtangente in 
der Parabel der doppelten Abſeiſſe (2x) gleich, 

größer als fie in der Ellipſe und kleiner in der gg 
per bel. 


20. Ouf. 3. Wollte man den Ausdruck für die Cubs 
tangente der Parabel unabhaͤngig von der Ellipſe finden, 
ſo koͤnnte das auf die Art geſchehen, die ich in meiner Ab⸗ 
handlung von den Saupteigenſchaften der Kegel⸗ 
ſchnitte §. LXXI. gezeigt habe. Man kann aber aud) 
hierbey nach einer Methode verfahren, die ſich uͤberhaupt 
auf mehrere krumme Linien erſtreckt, deren Gleichungen 
gegeben find. ARN (Fig. 7.) fey ein Bogen einer krum⸗ 
men Linie, die von der geraden Linie GH in den Puncten 
R, N :c. geſchnitten wird. Dleſe Linie G H loſſe man in 
Gedanken mit einer ſich immer parallel bleibenden Bewe⸗ 
gung nach M wurden: fo kommen die Puncte R, N, fo 
wie ole zugehörigen Ordinaten PR, QN, immer näher 
an einander, bis endlich beyde Puncte auf M, als einen 
doppelten Durchſchnittspunct (Alg. 452.) und beyde Or⸗ 
binaten auf Mp fallen, alfo P — o; MT zur Zon 
gente und P T zur Subtangente wird. Man druͤcke alfo 
das Verhaͤltniß zwoer Ordinaten, wie QN, PR, oder 
ihrer Dignitaͤten, vermittelſt der gegebenen Gleichung 
für die Linie aus, und vergleiche fie mit dem Verhaͤltniſſe 
eben der Dignitaͤten von dieſen Ordinaten aus ben aͤhn. 
lichen Triangeln t N, tPR der Figur: fo ergiebt fid) als. 
denn der algebraiſche Ausdruck der Subtangente von ſelbſt. 
Wäre run. ©; 

Na: PR p: nach der Gleichung; 
und Q Nm: PR — tm: Pt m nach den aͤhnl. Tr. der Fig. 


ſo faͤnde man p: q—Q:":Ptm, wo Pt unb alfo auch, 
nach der Vorausſetzung, PT gegeben ift. | | 


ffremé ` 
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bel iſt | : 
QN: PR^ — (AP-FPQO): AP. (Alg. 357) 
QN^: PR? — (tPTP O: Pt“ aus der Fig. 
FADı DNN:AD__ 7521 P PO TOY. 2 (X æquo 
GTO rule“ übte 
PQ: AP — (2 Pt. POT PQ2): Pt? 
alfo Pt PQ= (2aPLPQ--PQ*) AP — 
oder Pr" (aPt+PQ) AP 


alſo beym Zuſammenfallen der Puncte R, N, in M, oder 


fuͤr den Fall der Tangente, (wo AP fo wie AQ—Ap 


zx; t? unbtQ — Tp; alſo ? Q — o wird) Tp? — 
2 p. x oder lp—2x(t19.) Eben ſo fände man für 
die Ellipſe und Hyperbel, wo QN*:PR’= (a＋ AO? 
AQ; (a FAT) AP (lg, 3740 

ax XX ö , 
Tp= TER (17) 


X 
2 4 


21. Zut 4. Auch kann man die Subtangente einer 


Annie ſehr leicht durch folgende Regel des Sluſtus fins 


Factor des ganzen Gliedes wird, vernichtet werden. 


den, welcher ich hier, ihrer Bequemlichkeit wegen, ge» 
denken will: Man bringe alle Glieder einer gegebenen 
Gleichung auf eine Seite oder ſetze ſie gleich Null; die 


Subtangente ift alsdenn einem Bruche gleich, def 


fen Zaͤhler aus allen Gliedern von y (der Ordinate) 
mit ihren Zeichen, in die zugehoͤrigen Exponenten 


multiplicirt: der Nenner que allen, gleichfalls mit 


ihren Exponenten multiplicirten, ſodann durch x 
dividirten, aber mit den entgegen gefesten Zeichen 
zeſchriebenen Gliedern von x (der Abſeiſſe) beſteht. 

lejenigen Glieder, die kein x oder y haben, fallen weg, 
well fie als ſolche, die in x^ oder y? multiplicirt find, be. 
trachtet, und alſo durch den Exponenten o, der nun ein 


Expl. 


der Kegelſchnitte. 13 


Expl. Für die allgemeine Gleichung vm — a Ox» 
Tyxhyk ober ym - Xx hyk — Oxn— a=0; wären 
y? — yxhyk alle Glieder in denen fid) y, unb — (xa 
— yy*xh alle Glieder in denen fid) x befindet. Alſo, 
my m ykxhyk 
nach | V rſchrift, P n ß x Raf + yhy Ex h-t 
Für die Parabel wären alfo hier s =p; m=2; n— r5 

2y? 2px 
e und y — o; alſo PT — — — Sc = 2 x (19). 
I | 


KA 


Fuͤr die Ellipſe unb yperbel wären G; mz nz a; wie in 


der Parabel = p; 2; 1; 0; und y — E h 25 


! Dun 25. F 
k=0; alſo PT — y ei ee 


— 2px BEER» > Wr 
past — be F 229 , 


2 
2 ax 


und zwar noch geſchwinder, aus der Gleichung y» — px 
„2 
t — — o felbft erhalten haben. Für unendliche Da» 


(17. Eben den Werth würde man, 


| vm 
rabeln vm — pnxk — o waͤre PT = ENT © 
: kpnxk-* 


m 


= 7% und für unendliche Syperbeln zwiſchen ih⸗ 
ren Aſymptoten ymxk — am*k — o, kaͤme 


PIE 


mymxn In 
— —-— — — 


Hier 


/ 


x. Von den Tangenten, T de. 


Hier iſt alſo die Subtangente der vorſtehenden Parabel 
Subtangente gleich aber entgegengeſetzt; daß alſo, nach 
der Bedeutung der Zeichen, im letztern Falle Subtan⸗ 
gente und Anfang der Abfeiffen auf verſchiedenen Sei⸗ 
ten, ſo wie im erſtern auf einer Seite der Ordinate zu 
liegen, kommen. 

22. Anm. Dieſe Regel, die ſich noch weiter als die 
vorhergehende erſtreckt, iſt eigentlich nur eine Verkuͤrzung 
des von Fermat bey Suchung der Subtangente vorgeſchrie⸗ 
benen Verfahrens, von welchem fie das letzte Reſulkat auf 
eine mechaniſche Art finden lehrt. Man findet ihrer heut zu 
Tage in wenigen Schriften gedacht, weil (ie von der Differen⸗ 
zialformel für die Subtangente, die gleichſam als eine Exwei⸗ 
terung der Fermatiſchen oder vielmehr Barrowiſchen Tangenten⸗ 
Methode angeſehen werden kaun, und die auch im Grunde ei⸗ 
nerley mit ihr iſt, verdraͤngt worpen iſt. Ich habe daher den Be⸗ 
weis dieſer Regel hier nicht beybringen wollen. Die Differen⸗ 
tialformel iſt freylich von viel allgemeinern Gebrauche, und 
uͤberſteigt alle Hinderniſſe, die der Sluſiſchen Regel, fo wie an⸗ 
dern, oft Graͤnzen ſetzen, dergleichen die Irrationalgroͤßen und 
die binomiſchen oder polynomiſchen Potenzen von einem unbe⸗ 
ſtimmten Exponenten (in) u. ſ. w. ſind. Wo ſte aber ſtatt 
findet, ſo hat ſie die Bequemlichkeit, daß man die Subtan⸗ 
gente ſogleich ausdrucken kann, ohne vorher die oft weitlaͤuf⸗ 
tige Verwandlung der Gleichung nach dem Fermat vorzu⸗ 
nehmen, ja ſelbſt ohne die Gleichung zuvor zu differenziiren, 
wie bey der Differenzialformel geſchehen muß, wenn man 

aus ihr den Werth der Subtangente herleiten will. 


43. uf 3. Irre rien 


für u ra der Zähler, unb alfo das i PT Do Für 
x=o, wird auch PT ax O (19), die Subtan. 
gente alfo für die Scheitelpuncte aller Kegelſchnitte 
verſchwindet, indem fie gleich Null wird, 

24. ouf. 


(17) wird 
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24. Ouf. 6. Setzt man aber u So, fo wird der Nena 

I42 i 
ner Null, alfo in der Ellipſe PT — s = e (14. 50 
2 - G ' Ka 


Fuͤr die Hyperbel wäre alsdenn PT — — - m — o0. 


Da aber der Abſeiſſe u m o in der Hyperbel kein Punet 
der krummen Linie zugehoͤrt (Alg. 401.) fo giebt es auch 
ier keine Subtangente. Hierauf muß man wohl acht 
M denn die Formel der Subtangente, und anderer 
dergleichen Linien, kann gar wohl für eine gewiſſe Abfciffe 
einen Werth geben, der aber durch die Gleichung ber £i 
nie wieder ausgeſchloſſen wird, wenn dieſe Abſeiſſe einer 
unmöglichen Ordinate zugehoͤrt. So wäre auch in der 
Ellipſe für u za; PT — — 22, welches aber, wegen 
der unmoͤglichen Ordinate (Alg. 475.) hier wegfaͤllt. 
Auſſerdem kann es wohl geſchehen, daß der Ausdruck fuͤr 
die Subtangente ꝛc. negativ wird. Die Bedeutung und 
Lage einer ſolchen Subtangente ift (2 1) erklärt worden. 


25. AT PT-—AP alfo (17. und Alg. 368. 402) 
fa^ Ans Taz Lag 


———ů — LL BE WO e 
| zu (FEED 4u- 79 


AT-—4 


l aT 2x — ac ax za x 
alſo ift A T die vierte Proportionale zu CP, CA, AP. 
26. Suf. 1. Fuͤr a wird A T — x, in der Data« ; 
bel. Alſo ift AT der correſpondirenden Abfeiffe (x) 
gleich in der Parabel größer als fie in der Ellipſe, 
und kleiner in der Syper bel. H 
27. ouf. 
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Fuſ. 2. ët x — o oder +3 wird auch AT — o; 
Fuͤr x — £a iſt A T — oo in der Ellipſe. Nun kann in 
der Parabel und Hyperbel x auch unendlich werden (Alg. 
355. 394.) auf den Fall ift AT = oo in der Parabel; 


in der Hyperbel hingegen ET. e Ad. Hieraus 
erhellet: 


1) daß bey jeder endlichen Abſciſſe der Hyperbel die 
zugehoͤrige Tangente die Hauptaxe in einem zwiſchen dem 
Mittel- und naͤchſten Scheitelpuncte gelegenen Puncte T 
ſchneiden muͤſſe. 


2) daß man durch den Mittelpunck der großen Are, 
auf beyden Seiten derſelben, eine unbegraͤnzte Linie ber» 
geſtalt legen koͤnne, daß ſie die Schenkel der Syper bel 
in einem vom Scheitel unendlich entfernten Puncte De: 
ruͤhret. Dieſe eingebildete Tangente, heißt, wie bekannt, 
die Aſymptote (Alg. 408). 


ag, CT — AC A- AT, alſo (25) 


e a (a -zu) a Taz 
[iet ( — — (1) 
cT zu zu u 
D ax Ig? 
t . I 
L Tar2XxX à4-2X 


e : Za? H 
29. ouf. 1. Aus — ET par u: ia 


CT, daß alſo CT die dritte Proportionale zu CP 
und AC wi: woraus man ſehr leicht den Punct 
T finden kann, in welchem eine Tangente an den 
gegebenen Punct M der krummen finie die Hauptaxe 
ſchneibet. 

30. uf 


der WI 17 


3o. àuf 2. Ju 45 - min für a — c0; ein CT 
in der Parabel — 1 0o? : » oo — I oo, welcher Ausdruck 
ein Beweiß der Richtigkeit und Uebereinſtimmung des 
Calculs iſt, weil er zu erkennen giebt, daß, wenn man 
auch in der Parabel einen Mittelpunct annehmen 
wollte, derſelbe wie bey der Ellipſe und Hyperbel, in 
der Hälfte ber unendlichen Axe liegen, und alfo auch un⸗ 
endlich vom Scheitel entfernt ſeyn muͤßte; das heißt 
nichts weiter, als daß es in der Parabel kein ſolches CT, 
keinen Mittelpunct, giebt. | 

31. Ant 3. Süru = Za iſt CT Ea; Füru=o 
iſt CT — oo. In der Syperbel aber giebt es kein ber. 
gleichen C T, weil dieſer Abſeiſſe kein Punct der Hyper⸗ 
bel zugehoͤrt e. 401). Fur u — co ft in der Hyper⸗ 


bd C T — —— c e, für tie Aſymptote (27. 2). 


33. Aufg. 4. Einen Ausdruck fuͤr die Sub⸗ 
normale PN zu finden. 


Aufl. In dem ren hen Trlangel T MN ift 


PT: PMS PM: Ree Tr Alſo (17. u. Alg. 368.402.) 
f c*(ia—u* 1 c?u 
1228 en d 
8 a? 2. 4. u a? (I) 
Ia? 2 142. unn 
pu SS ) 4. Ga —— ) bk o. 
PN 
[ET 3)c?x (a TR 3 T 
| ^ a Tx 2 a a? (um 
(ac x)px (af vos ep | 
EIE en 7 7 MY + — (IV). 
2 
B 33. Anm. 
e 2% 
ng A 
a A "Zu ZE 
GW e 13 
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33. Anm. Hier ift PN auf eine vierfache Art (15.) 
ausgedruͤckt worden, welches bey den vorigen Linien nicht 
noͤthig geweſen, in welchen mit den Abſciſſen u, x nur eine 
Conſtans (a) verbunden if, von der man bey allen Kegel⸗ 
ſchnitten Gebrauch machen kann. Dieſe vier Werthe ſind 
uͤbrigens unmittelbar aus den Gleichungen der Ellipſe und 
Hyperbel fuͤr den Scheitel und Mittelpunct bergeleitet wor— 
den, welches wegen nur gemeldeter Bequemlichkeit des PT 
wohl angehet. Auſſerdem hätte man durch bloße Sub ſtitu⸗ 
tion der gehörigen Buchſtaben aus den Gleichungen o Sap; 
(Alg. 366. 399.) u 22a 4- x (Alg. 367. 402.) aus einem 
gefundenen Werthe die übrigen herleiten koͤnnen. Jeder 
Werth fuͤr die Ellipſe dieſer und aller folgenden Linien laͤßt 
ſich ſogleich auf den Cirkel anwenden, wenn man in ihm 
a=c=p ſetzt: (Alg. 372.) welches ich hier einmal für 
allemal erinnern will. Der Ausdruck der vorherberechneten 
(16 — 28) Linien, ift alfo für die Ellipſe und den Cirkel 
einerley. 


34. Ouf. 1. Fuͤr a S iff PN — Ip, oder die 
Subnormale in der Parabel dem halben Parame⸗ 
ter gleich und alſo beftändig und unveränderlich. 
Folglich iſt die Subnormale dem halben Parameter 
gleich in der Parabel, kleiner in der Elltpſe und 
groͤſſer in der Hyperbel. 


35. Juſ. 2. Weil PN SP für die Ellipſe und 


Hyperbel einerley Zeichen hat: fo ſchließt man mit Recht, 
daß beyde Linien, bey einerley Axe und Parameter, und 
für gleich große Abſeiſſen aus dem Mittelpuncte, einer- 
ley Subnormalen der Groͤße und Lage nach haben muͤſſen. 
Nun kann aber kein u in der Ellipſe groͤßer (Alg. 375.) 
und in der Hyperbel kleiner (Alg. 401.) als Z a ſeyn, und 
Aft alfo der einzige Fall der Gleichheit für u — £a, wo als 


denn in beyden Fällen DN — £ p, wie in der Parabel. 
36. ouf. 
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36. Juſ. 3. Wenn man auch in der Parabel einen 
Mittelpunet C annehmen wollte, von welchem man eine 
Abſciſſe CP u rechnete: fo würde derſelbe wie in den 
beyden andern Sectionen gleichfalls in der Mitte ber un⸗ 
endlich großen Axe (a) liegen, alfo u ga I x ſeyn, 
nachdem man die Parabel als eine Ellipſe oder Hyperbel 
anſehen wollte. Nach gehoͤriger Subſtitution muͤßte 


— * ^ 
man ſodann a — oo feßen, und fo wäre iube — (da 
a 


1 1 
TF Ox) i * ＋ E =4p=PN wie (34). 


Qo oo . 
37. Juſ. 3. Fuͤr u = e iſt in der Hyperbel PN 
— 9; füru — o ift in der Ellipſe PN — o, aber PT 
= 0 (24) Eben dieſes folgte aus der Proportion 
N 2 
P T( e): PM (Ze) = PM(Zc)t PNS o. 
21 3 4 9o 
In PM? — PT. PN kann alſo für ein endliches PM der 
eine Factor unendlich klein, der andere unendlich groß 
werden, und doch beyder Product endlich ſeyn. Der- 
gleichen Fälle kommen ſehr oft in trigonomettiſchen Sech, 
nungen vor. Ein Beyſpiel hiervon giebt Alg. 422. X. 
unb die Gleichung x y =, für die Hypetbel. 


58. ouf. s. Aus E. = PN folgt endlich, daß die 


Subnormale die vierte Proportionale su der großen 
Are, dem Parameter und der Abſciſſe aus dem 
Micttelpuncte fe, "aba | 


39. Ouf. 6. Eine ahullche Regel für die Zubnor. 
male, wie die Sluſiſche für die Subtangente (21) 
ließe ſich aus letzterer ſolgendergeſtalc herleiten. Man 

| B 2 ſetze 
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) GR e 
fie PT za X (mo Y ben Zähler, fo wie X den Nenner 


des Sluſiſchen Ausdrucks ber Subtangente bedeuten mag) 


ſo iſt PT 52 PM[y]=PM[y]:PN= = 


X | 
Ju Alſo (2 1.) die Subnormale einem Bruche 
gleich, deſſen Zähler aus allen mit den zugehoͤrigen 
Exponenten multiplicirten, ſodann durch x dividir⸗ 
ten, aber mit den entgegengeſetzten Zeichen geſchrie⸗ 
benen Gliedern von x (der Abſciſſe); der Nenner 
aus allen, mit ihren Zeichen in die Exponenten mul⸗ 
tiplicirten, ſodann durch y? dividirten Gliedern 
von y (der Ordinate) beſteht. Es verſteht ſich, daß 
auch hier, wie dort, die Zeichen ſich auf die zuvor auf 
Null reducirte Gleichung beziehen, und die Glieder, die 
kein x oder y haben, ganz wegfallen. 


Expl. Fuͤr die Gleichung (21) waͤre die Subnor⸗ 

naxn-"+hyykxh-! 

in y m- —kyxhyk-? 
tigen Werthe der Buchſtaben, für ble Ellipſe unb y» 

ps ui up 

perbel: PN zm - 

| IV.) u. f. w. 


male PN alfo, nach dem bor» 


(32. 


ir BE 
2 a 


2y? 


40. AN — PN 4- AP alfo. (32. unb Alg. 367. 
402.) 8 


ANZ 
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Leen — € cu 4- £a? Tabu 
| zi + ^ —u) — SE E, 
cu Ta (gZa—u) 

| ES e (1) 
5 
5B + Gy Pudhie ya 
E! a 
| ver BEE RER ap 
a 
AN — 152 ex lac? T c?x Tax 
ee 
2 a " 
e (Za x 
| 0 
à 
2 Ze +x= zap px wi 
2 a wer 
wer SES qw 
1 a 


41. Ouf. 1. Sür a — oo fällt das Glied F — ganz 


weg, und bleibt für die Parabel AN = — +x Für 
x 212 ift in der Ellipſe AN £a — AC, weil alsdenn 
der Punct N in C fällt. 


42. Suf. 2 Well Kp E in 
a 


ber Parabel — its, fo ift für x o, AN überall 
— ip. Auch iſt klar, daß in der Hyperbel und Para⸗ 
bel AN immer größer wird, jemehr x waͤchſt, und für ein 
unendliches x auch unendlich werden kann. So kann 
B 3 auch 


1 
` 
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auch der Punet N auf der Axe niemals zwiſchen den Schei⸗ 
tel und den naͤchſten Brennpunct fallen, ſondern allemal 
uͤber denſelben hinaus. 


43. Aufg. 5. Einen Ausdruck für die eech 
MN su finden. 


Aufl. In bem rechtwinklichten Trlangel MPN ift 
NM* c PM*-F PN*, alfo (32 u. Alg. 568. 402.) 


[Tac p c2u* cu 


a? a^ 
T zal Farce” u®+c*u? 


e (c^u^ -Fa*[1a?— u*]) (y 


la "np u? 2 
$3 


pe ER eat Ce u” 


| 


(I) 


ac?x ii x? 


2a 

a?jc?x Pas ex Tac LacaxLetx? 
4 qac^xdcx? 

T en 


2 L — T^ 
VT — . OD ` 


apx 


=. 


a 


. 

85 

E 

| „ers 

d — — m 
Sch 

4 

| 

d 

| 
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apx + E A LC: Br Er 


az 
_ plplia esl x]) 


3 


e a E apx ^ + ia? p Tap „pax 


(v 


AL Zuſ. 1. Fuͤr a = es iff MN? —ip^tpx— 
p 
Pra | in o Parabel; tja K NM= 1 (p(pra4x). 
4 


/ 


45. Jus, 2. Fuͤr x — o iſt in allen Kegelſchnitten 
N ** poder NM ip Eben das erfolgt, wenn 
man für die Ellipſe ober Hyperbel * A a feßt. 
Setzt man aber für die erſtere x — 1a, fo kommt NM”, 


4.2 


PEL alfo NM — c Hieraus ift klar: 


1) Daß die Normale für eine unendlich kleine Ab⸗ 
ſelſſe in allen Kegelſchnitten einerley, und nie kleiner als ble 
Hälfte des Parameters ſeyn kann; ingleichen, daß die 
Normale, wenigſtens in der Parabel und Hyperbel, 
beftändig waͤchſt, wenn x waͤchſt, fo daß für x — oe die 
Normale ſelbſt in beyden unendlich wird. 


2) Daß in der Ellipſe die Normale niemals größer 
als die halbe kleine Are werden kann. 


45. Aufg. 6. Einen Ausdruck für die Tangente 
ITM zu finden. 


Aufl. Weil TM?.— PM? -- PT, fo ift d u. 
Alg. 368. bs 


B A TM: 
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— 1 2 — 
pon T cus " (Ita Fu?)? 


a? u^ 


1 6 N 2 X.2 2129 7.439 
LR — Zatu?+a ut 4- ra? cu Tce u“ 


asu 


Gia Ken. Ga 
er az u? (I) 


＋ ap Du? + ( Ia? Tuz) 2 
a u? 


I 123 X gt 
1525 — fa u? kans . Ta? pu“ F pu^ 


| . au, 
(alta —u*] pus). (ca — u?) 
| E au* qn 
TM*z4 E = 
ac^ x- cx? ek + x2\ 2 
a 2 a ＋ X 
| ac T c?x? a x2 T za TX“ 
— | a? za Tax x? 
(CX Za 4- x]? - à^x^ [a TX) (a Fx) 
— = (Ill) 
a Ca T) 
apx F px? "zz ké De 
a : C X ) 
| LL Go EXP raf EXE e 
ES a(3a+x)” 


46. Juſ. 1. Wenn man a — es (e&t, bekommt man 
MT für die Parabel. In dem erſten Theile nämlich 
von 
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von IV. bleibt nur das Glied — und in dem Zaͤhler 


des andern Theils verſchwinden alle Glieder vor X, 
fo wie in dem Nenner vor Zoe" und iſt alſo MT? — 
ebpx , oo?x^ 


i 
oo 4 


(Alg. 35 9.) —4A P (AFT AP) AA FM (Alg. 360.) 


e DEA e 4AF. APTa4AP* 


47. Suf. 2. Fuͤr x — o ober ta, fommtM T —o. 
Eben das geſchieht, wenn man in (46) x—o fe&t, Alſo 
find alle Tangenten an den Scheitelpuneten der Kegel» 
ſchnitte gleich Null (1 4. A3. und in fo fern ein ander gleich. 
Eben dieſes würde erfolgen, wenn man in I. II. (45) 
u Sa ſetzte. 


e ` 372 * | 
48. Juſ. 3. Füru=o wird MT’= et oder 


MT — co; alfo die Tangente für dieſe Arfciffe in der | 
Ellipſe, fo wie für ein unendliches u ober x in der Hy⸗ 
perbel oder Parabel unendlich. 


49. Aufg. 7. Einen Ausdruck für einen aus 
dem Scheitel A auf der Hauptaxe bis an die Tan. 
gente TM aufgerichteten Perpendikel AE zu finden. 


Aufl. Weil TPM» TAE fo if TP: PM? 
—'TA*: AE“, ober(r7.25. u. Alg. 368. 402.) 


[+ ut „ 


u? a? 
Lp — ] : AE 
I 


und kis Gë ^ aus den beyden pes Gliedern, v? 
aus dem Nenner des erften und dritten, und a^ aus bem 
i B 5 Nenner 
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Nenner des zweyten und Zahler des dritten Gliedes her⸗ 
ausgeſtrichen 


(a — 2u)?- 


(ta- a EC : AE , alfo 

KU a i: X e*(a— au)“ x: 
a. Leet E | q(a*—4u?). 
EE = ad) ES e (a—2u) 


— 


44a - a2 u) (au) - 4(at20) 
A CT Änn de 
ee „„ E e I A 
HEEN (D) oder, ap iem c? ſubſtituirt, 
Rap Gau) 
ö AE 2 TE P 
4(za+u) (0 
Oder, £a X. x ſtatt u in I. II. ſubſtituirt, 


ck e, . c * X 
S 
ET 4(aTx) ` 


Kë dei qv) 
40 X)) 

50. Juſ. 1. Fuͤr a — oe, kommt aus IV. für die 

Parabel AE ses K E oder AE Zu 


49 4 
der halben Ordinate gleich. 


* 


51. Juſ. 2. In dem Ausdrucke A E? — + 
c^(a — 2u)’ 
4 (3?— 4u3) 
für bie Ellipſe, das untere für die Hyperbel gilt, feße 

man 


(49) in welchem das obere Zeichen 


ber — 27 
man in Dee Co Weich der et für den 
4(a? 4 2 


m [vi 


2 a 
ellas, alfo u = ſo kommt für die 


Leodii» s. 
c^(a— a^ —«c*)? 
. N —˙— 


Ellipſe AE — 


Ar" 2 
EC und AE ze 4. Eed m me». 
4 
Eben fo kommt, in d für die Hyper 


| PEN EE id. e Geer 
44 — D E 


und AE= ie SET ——. Nun muß man, in beya 


den Faͤllen, fuͤr ein andi AE die obern, für ein ne, 
gatives, bie untern Zeichen brauchen, weil in der Ellipſe 
niemals u > £a, fo wie in der Hyperbel niemals u <ta 


ſeyn kann; dieſes giebt für die KEllipfe und Herbe 
das poſitive, ber Abſciſſe CF zugehorige AE — + 


3 (a - Na c^) and das negative, der Abſelſſe C£ zu. 


gehörige AE — T2 (a— a . 47). In der Da 
rabel, wo AE Ay (59). kommt für das y aus dem 
Brennpuncte, welches — I. b. (Alg. 3589.) AE = up 


Wenn man bie ſolchergeſtalt für ein Chiens AE in der | 
| pares 
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Darabel, Ellipſe unb Syperbel gefundenen Werthe: | 


pa- iv a^— c^; ia^ c^ gaz genauer bes 

trachtet, fo findet man, daß fie insgeſammt S A F find, 
der Weite des naͤchſten Brennpunctes vom Scheitel A 
(Alg. 359. 382. 405.) Eine durch den Punct T, in 
welchem die zu dieſem AE zugehoͤrige Tangente die Axe 
ſchneidet, gezogene auf dieſer Axe ſenkrechte Linie, wird die 
Directrix des Kegelſchnitts genennt. Die Urſache dieſer 
Beuennung wird unten gegeben werden. 


$2. Zuſ. 2. Fuͤr u — Ia ober x — o wird durch⸗ 
gehends AE — 0; bafi alfo AE für eine Tangente am 
Scheitel bey allen drey Kegelſchnitten verſchwindet. Für 
x —- a wird in der Ellipſe und Hyperbel A E— 1 oo ; 
welches alſo verſtanden werden muß. Ein A E für einen 
gewiſſen Punct wird allemal von der unbeſtimmten (13) 
geo netriſchen Tangente GH für dieſen Punct, abgeſchnit⸗ 
ten, unb alſo der Laͤnge und Lage nach beſtimmt; wie AE 
von der Tangente GH (Fig. 8. 9.) Für die Abſeiſſe 
x a aber oder für den Punct D, fällt G H auf BH, 
und kann alfo hier kein AE von der mit ihr laͤngſt BH 
parallel laufenden GH, d. i. BH abgeſchnitten werden, 
und iſt alſo hier A E in beyden Seectionen unendlich, nur 
mit dem Unterſchiede, daß ein folches AE in der Ellipſe 
als + co oberwaͤrts, und in der Hyperbel als — — e uns 
terwaͤrts der Axe, oder fo wie die pofitiven und negativen 
Ordinate n angenommen werden, zu liegen kommt; denn 
eine Tangente an einen Punet M in der entgegengeſetz⸗ 
ten (Alg. 404.) Hyperbel BM, (Fig. 9.) ſchneidet das 
negative AE unterwaͤrts am andern Scheitel. 


Fu. 4. Für u — o, wird in der Ellipſe (Fig. 8.) 
AE? — 1c? alfo AE=4c=MC und die Tangente GH 
fo wie die Subtangente unendlich (48) Fuͤr ble Syper⸗ 

| | bel 
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— — 
2 


a c 
bel würde AE. und AEN FR = 


207 —1 oder unmoͤglich, fo wie es aud) für eine ders 
gleichen Abfeiffe in der Hyperbel keine Ordinate, ober kei⸗ 
nen Punct der krummen Linie giebt. 


54. ouf. 5. In der Parabel und Hyperbel kann x 
auch unendlich werden. Fuͤr ein ſolches x iſt im erſtern 


(so) Falle AE SAV p oo, alſo auch unendlich. In der 
c? ao z 
Syperbel hingegen (49, III.) wird AE^— Fr er 
oder AE — Ic ber halben zweyten Axe gleich. Da nun 
für ein ſolches x tie Tangente durch den Mittelpunet geht 
(27. 22 weil CT — o, fo darf man nur A E der halben 
zweyten Axe gleich machen, fo wird eine Linie durch die 
Puncte C unb E gelegt die Tangente für einen unendlich 
vom Scheitel entfernten Punct, d. i. die Aſymptote ae. 
ben. Weil aber in der Parabel für x — » auch 
AE = o, fo erhellet zugleich hieraus, daß die Para⸗ 
bel keine Aſymptote haben koͤnne, weil man fid) bieſelbe 
in einer unendlichen Entfernung von der Axe gedenken 
muͤßte. KE 


55. Anm. Auf eine ahnliche Art, wie die Linien 
(16 — 49) find ausgedruckt worden, könnte man auch IN, 
CN, TE, ME und andere mehr finden, wenn man fie 


brauchte. In der Gleichung y^— p (X — ſetze man 
x=AF — f, alfo y — £p (Alg. 358.) fo kommt p = 
E alfo ap ober c^ — det unb a — 

3 
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elt. 
. re 

+PM:=(x—f)2+p (ELA oder, ben gefundenen 


Auch ift FM? oder Q* — (AP— AF)» 


e. ep 2 
Werth von p Moo PNE (akt ar y 


a 

alſo Ze GC: — (menn mam a + 2f ober FÉ = F Ce 

(ivy A ur 

und H= — p bom diefer Gleichungen für 

a, c, p, f, O kann man nun in die bereits berechneten Aus⸗ 
drucke der Linien, die Werthe von AF, FM, Ff mit hinein⸗ 

bringen, welches in gewiſſen Faͤllen mit Vortheil geſchieht, 


und zugleich zu erkennen giebt, wie wagnihtalkig ſich br 
Werthe dieſer Kinien ausoruͤcken laſſen. 


$6. Aufg. 8. Berechnung der Linien (16 — 49) 
in Beziebung auf die zweyte oder Nebenaxre. 


2 


Aufl. Fuͤr die zweyte Axe iſt u — ^ 8 


2 


22 (40 ＋ i wo a, c die Haupt · und Nebenaxe, 


y bie Abſciſſe aus bem Mittelpuncte C, u die Ordinate 
bedeutet. Nun iſt (Fig. 10. 11.) 


142 Tu? la? 
pm ZC en er BE PM (y): 
EES EEN Wer, den Werth von u? fub. 
40 K 4a T d 
e 252 ts en K 
— LIE Tg fep in 


der 
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1 
der Ellipſe 2 eine Abſeiſſe, wie ap, (Big. 10.) deren An⸗ 
fang, in dem Puncte a iſt, wo die kleine Axe die Ellipſe 
ſchneidet, fo ift y ge - 2 und 2 —ic—ys und wenn 
in , 2 2 
man auch hier einen Parameter q = — auf der Tie 
benaxe nimmt: fo iff alsdenn, eq as, und 
2 


Ct 88 12- ic? Ca; Cai 
, EY S Kio ep 
e 
Tr... 2 2 
Sp ic? 4 y cz—z 
pt = Ct I Cp = 2 
8 y 2 — 2 


(e—z)z bp. ap 


£c? X Icy 20 aC.a 
E: wg 2 4 2 urere A db e P 
y gCc— Cp 
ri, a*(20t 4 y ))nictuy- 
- 2 4 
1 
mel BE > 
pnz E 2/1 a 
t|. a?*(ic—z) za a?z S 
, c^ € e 
| 5 
L — 2 € 
* 
t 2 1 
V e SC rs MÉ 
aosc pi End 
| a*(ic—2)kcoz q(Gc—z)tez 
— tmm nme —ä—ù4ä — — — itai i EE 
t e s 


Mn? 
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1 a AA 4v? 
MA c ch Tope 


e c* 


a*(z3c*+[a® #c”]y*) 


| 
|- iqc*-rqy* n q?y? 


c c? 
Mus d. i esel) 
EM s c? 
a?(ia?c? F[a? —c?] [z? — )) 
* | 5 
|- das + [ae] [e — ez) 
E. c^ 
ou c Fagor 
E c? y? 
— —ͤ—ö kk 
M e 
t?=pM”-+pt 
Mi: SP P N arte T y*(ie-c y?) 
poc 
ERG z?(c-—z)* 
ee Gez) 
L 2?(c—z)? 


et 
[4] 
— 
[DE 
e 
N 
— 
H 
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des Tv Ges Fiey)® 
a u E 


402 T 7292 


2 ens 
à Nee y 
26222 —— —— 
pt a?(ie?-picy)? LarlicHy)2 
äeren? ` Fes ys 
40 (Ze ＋ y)? ET 
E p € 
Se ————— ge ir 
| L icy? ^ "d ge 
Ellipſe allein : 
2— 1 (5 * 3692 
207 P. mo Ru RE DOR | welche 
ze+ty |o €—2Z —Z 


Verkuͤrzung bey der Ellipſe, wegen der Differenz der 
Quadrate $c? — ye, nicht aber bey der Hyperbel, ge. 
ſchehen kann. 


$7. Ouf. 1. Viele von den hier ausgedruckten Linien 
haben einerley Geſtalt mit den vorhergefundenen (16.49) 
gleichnamigen für die Hauptaxe, nur daß die dortigen 
a, c, p, u, hier mit c, a, q, y, verwechſelt werden. In 
gewiſſen Fällen iſt das an der Hyperbel nicht, wie hier 
angenommen worden, = pn — ap, ſondern — pn4-ap; 
welches aber den algebralſchen Ausdruck von an nicht aͤn⸗ 
dert. Die Werthe, in denen 2 vorkommt, gelten nur 
fuͤr die Ellipſe, nicht fuͤr die Hyperbel, fuͤr welche ſie 
wenig Nutzen haben, und auch ſehr unbeſtimmt ſind, da 
ein y in der letztern bald größer bald kleiner iſt als Z . 


| 58. Ouf. 2. Es fónnen hier eben (o, wie bey den 
Ausdrücken derſelben Linien für die Syauptare geſchehen 
iſt, die Werthe dieſer Linien für gewiſſe beſtimmte y oder z 
C gefun⸗ 
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gefunden, oder auch dieſe Linien gewiſſen Größen gleich 

geſetzt und hernach die Werthe fuͤr y oder 2 geſucht mer. 

den. Wenn man z. E. wiſſen wollte, wie groß in der 

Syperbel (Fig. 11.) für Ct — £c, die Abſciſſe y waͤre, 
2 


: € 
fo ſetze man C t ober SH Sz, fo kommt 2cy — c?, 


alfo y — 1c; daß alfo ber "Dunct t hier auf a oder b, die 
Endpuncte der zweyten Are fiele, nachdem man die Abs 
feiffe rechts oder (infer Hand von C genommen haͤtte. In 
dieſem Falle kaͤme at oder bt — c, für die Abſeiſſe C p. 
Da nun aber Cp — PM, fo findet man auch, was fuͤr 
eine Abſciſſe CP auf der erſten oder Hauptaxe zu dem 
Puncte M gehört, der auf der zwepten Are Cp ge 
macht; denn £c in die Hauptgleichung (Alg. 402.) für 


3 c? 2 c? ; 
PM geſetzt, glebt 1c? = pe ccs alfo CP oder 


a? 
ie "3 Wollte man ſuchen, in welchem Puncte, 
2 ; , 


b. i. bey welcher Abſciſſe zwo Linien gleich groß find, z. E. 
wenn pt— pn fo ſetze man nur ihre Werthe einander 


d 10 2 ya 422 
gleich, (o it (56) £———— = Si alſo (a2 Le, 
c^ : G2 | x 
vie — unb yz —— —; und fo in andern 
x 24 a? A | 


Faͤllen, die eben keine Schwuͤrigkeit haben. 


Anm. Was bis hieher von Erfindung der Tangenten 
und anderer damit verbundenen Linien gelehrt worden iſt, 
bezieht (id), auſſer (20. 21.) nur auf die Kegelſchnitte; und 
ſo kann man immer aus der Natur und den Eigenſchaften 
einer gegebenen Linie einen Weg finden, auf welchem ſich die 

: Tan⸗ 


i 
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Tangenten und übrigen Linien derſelben geometriſch beſtim 
men, oder ihrer Lange und Lage nach algebraiſch ausdruͤ⸗ 
cken laſſen. Die bey einzelnen Faͤllen vorkommenden Schwuͤ⸗ 
rigkeiten aber, haben die Mathematiker veranlaßt, auf eine 
allgemeine Methode zu denken, die fic) auf jede gegebene Li⸗ 
nie erſtreckt. Eine ſolche Methode ër die algebraiſchen 
Linien hat Carteſius zuerſt gegeben, mit welcher er auch fo 
ſehr zufrieden gewesen iſt, daß er fte ihrer Allgemeinheit roe» 
gen, fuͤr eine der ſchoͤnſten und nuͤtzlichſten Erfindungen ge⸗ 
halten hat, die e vor ihm in der Geometrie gemacht 
worden ſind. ieſe Methode iſt nachher verſchiedentlich, 
theils ec theils erweitert, theils aber auch durch an» 
dere verdunkelt worden. Hieher gehoͤren die Bemuͤhungen 
eines Paſcal, Fermat, Sluſius, des großen Suygens 
und des nicht minder vortrefflichen Iſaac Berrow’s, 
deſſen Regel fuͤr die Tangenten, mit der Leibnitziſchen Dif⸗ 
ferenzialformel dafuͤr, bis auf die Bezeichnung vollkommen 
uͤbereinkommt. Die Bequemlichkeit der Leibnitziſchen 
Bezeichnung aber, und des dafuͤr erfundenen Calculs, hat die 
Erfindung der Tangenten, nicht nur an fic) ſehr erleichtert, 
ſondern auch ſo allgemein gemacht, daß ſich dieſelbe auf 
tranſcendentiſche Linien ſowohl, als auf algebraiſche 
erſtreckt, und durch keine Bruͤche, Irrationalitaͤten oder an» 
dere Hinderniſſe der vorigen Methoden aufgehalten wird. 
Die allgemeine Vorſchrift, aus der gegebenen Gleichung ei⸗ 
ner Linie, die Tangente, Subtangente u. ſ. w. zu finden, 
wird Methodus Tangentium directa genennt. Ihr iſt die 
Methodus "l'angentium inuerſa gerade entgegengeſetzt, 
welche aus gegebenen Tangenten oder andern damit ver» 
wandten Linien, die Natur und Conſtruction der krummen 
Linie, welcher dieſel ben zugeboͤren, finden lehrt. Die letz⸗ 
tere iſt eine Erfindung der neuern Meß kuͤnſtler, und wird 
in der Integralrechnung, ſo wie die erſte in der Diffe⸗ 
renzialrechnung, am Macon und voljkänpigften abs 
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N —Ó 
| i" 
e g Von ben 
Qauadraturen der Kegelſchnitte 
und den 


naturlichen oder hyperboliſchen Logarithmen. 
| eo, Erklärung. 


eine krummlinichte ebene Flaͤche wird diejenige ges 
E nennt, deren Umfang (perimeter) entweder ganz 
f oder nur zum Theil aus einer oder mehrern krum⸗ 
men Linien oder Bogen beſteht. Die Quadratur dieſer 
Flache wird gefunden, wenn man das Verhaͤleniß bere 
ſelben zu irgend einer geradlinichten ebenen Figur Gel, 
men, oder ihre Fläche in einem angeblichen Quadrate 
ausdrucken kann. Die Quadratur heißt veſtimmt 
(definita) wenn man von dieſer Ebene nur einen oder et» 
liche beſtimmte Theile, oder auch, wie bey den Ovalen 
und andern in ſich ſelbſt zuruͤcklaufenden Linien, die ganze 
Flaͤche quadrirt. Die unbeſtunmte Quadratur bins 
gegen Cindelinita) fordert den Inuhalt eines jeden zwi. 
ſchen den Bogen einer krummen Linie und einer oder meh⸗ 
rern, nach Gefallen gezogenen geraden oder andern krum⸗ 
men Linien enthaltenen Raumes. Die Ulnmoͤglichkeit der 

letztern iſt vorlaͤngſt erwieſen. 35553 
61. Écbrf. Abcde feo ein Bogen einer krummen 
Linie, der mit feinen ſenkrechten Coordinaten ^E; 
Ee; den Raum AEecA begraͤnzt. In denſelben 
ſchreibe man fo viel Parallelogrammen DF, CG, 
BH &t ale man will, deren Hohen D d, Cc, Bb &c. 
insgeſamt, über den gleichen Grundlinien ED, DC, 
v 3 u « - CB 


— 


wi 
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CB &c. auf der Abfeiffe, der Ordinate Ee parallel 
liegen; und ergaͤnze ſodann die Parallelogrammen 
Ft, Gg, Hh &c. Wenn man nun die Grundlmien 
aller Rechtecke fo verkleinert, daß ihre Höhen, naͤ⸗ 
her als jede angebliche Groͤße betragt, an einander 
rücken, und alſo die Anzahl dieſer Parallelogrammen 
jede endliche Fahl uͤberſteigt: ſo ſind die letzten 
Verhaͤltniſſe, in welchen die eingeſchriebene Figur 
EFdGcHbBE, die umgeſchriebene Eef£dgch bi AE, 
und die krummlinichte Figur Abe de E A gegen 
einander ſtehen, Oerhaͤltniſſe der Gleichheit. 


Beweiß. Der ein - unb umgeſchriebenen Figuren 
Unterſchied, iſt die Summe der Parallelogrammen Bi, 


Hh, Gg, Ff, oder, wegen der gleichen Grundlinien aller, 


das Parall⸗logramm E Dfe, das mit jenen einerley 
Grundlinſe, und die Summe aller ihrer Hoͤhen zu Sei. 


tenlinien hat. Da man nun bey dieſen Rechtecken die 


Grundlinien ſo klein annehmen darf, als man nur will: 


fo kaun dadurch auch des Streiſens ED £e Breite E D, 


ohne Ende vermindert werden, dergeſtalt, daß er endlich 
kleiner werden kann, als jede gegebene Fläche, wenn nur 
ſeine Grundlinie oder Breite, nach der, Vorausſetzung, un⸗ 
ter alle Graͤnzen verkleinert wird. Alſo werden auf den 


Fall, wenn dieſes Rechteckes Breite verſchwindet, die 


ein- und ungeſchriebene geradlinichten, und um fo mehr 
die dazwiſchen fallende krummlinichte ebene Sigur ju 
letzt einander gleicht.. 


So laͤßt ſich auch die Gleichheit dieſer been Figuren 


erweiſen, wenn ſchon die unendlich kleinen Grundlinien 
Deier Rechtecke einander nicht gleich wären; wie New⸗ 
ton im dritten Lehnſatze feiner Princ. Phil. Nat. gezeigt 
hat. Der hier erwleſene Saß iſt deſſen zweyter Lenhſatz. 

62. Ouf. Das Rechteck EDfe wird das Element 
der krummlinichten ebenen Flache Ace EA genennt, 
bau C 3 eS uub 
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und iſt von ihr ein Unendlichkleines der erſten Ord⸗ 
nung. Eben fo iſt ed F ein Element des unendlich 
kleinen Rechtecks EDfe, oder ein Unendlichkleines 
der zweyten Ordnung, welches gegen das erſte Element 
eben ſo verſchwindet, wie dieſes gegen die ganze Flaͤche. 
Kann man nun ein ſolches veraͤnderliches Element allge⸗ 

ein ausdrucken, und die Menge aller auf der Abſeiſſe 
AE neben einander ſtehenden Elemente ſummiren: fo 
findet man hierdurch, mit gehoͤriger Beſtimmung der da⸗ 
bey vorkommenden veränderlichen Größen, den Innhalt 
der krummlinichten ebenen Flaͤche Ace EA. Hierzu 
dient die ote und te Aufgabe. 


63. Aufg. 9. Die Summe der Potenzen der von 
. an bis n in natürlicher Ordnung fortgehenden 
Fahlen zu finden. 

Aufl. Wenn n die Anzahl der zu ſummirenden Glie⸗ 
der, as die Summe von fo viel Einheiten als die Zahl a 
anzeigt, In’ die Summe der von 1 bis n auf einander fol. 
genden natuͤrlichen Zahlen, unb fn', £n", Ins &c, die 
Summe der Quadrate, der Würfel, der Biquadrate u. 
ſ. w. eben derſelben Zahlen bedeutet, ſo iſt alsdenn: 


13e T4 56er rr 4-09? — fn* 
z T3 TA TF - P6979 8^9? 3 Tau? 
3 4^5 ^ 6^4-7?-8^ 4-9? Mere en n? 
Freier ro. .. n 
$?-6929Fg*t-9* «a. Fn? 
6°+7°+8°49° . .. 


2 8 9% u... n? 
g°-+9° a ^ae Ea? 
Nn 

c ee de 2 -+n° 

| tn-1)e ne 
n? 


112 73 T4 ke ) T8 ke, t(n- D pnt ` 


und 


der Kegelſchnitte. 39 
und 1-25 5 FH -6 7" 8 Ha) Th 


2F3 F4 5 62 89! «ies. +n 
3-45 -6-7H-8-9*- Wd. as ni 
é'keikëtkatkëike n 
$6H-TH89 ..... n 

1 BPIPESEEg ane woi dh 
72T$8-9 ee, + 

Sta .. vr. tn 

gd mot In! 

zk ze e Tn 

(n- hn“ 


oi 


Vhb1--2*4-3*4-524-5 6*4 -7* -8*--9* . (n-) Pn Tn 


273 4^5 K E59 19. Tut 
3 T4 T5 6 7^ 8 9 9 .. .. +n? 
TS TSG 2 Fg tg... de 
rg". e +n* 
HH... ER 
* 57 748.49“ „ „ „1 „ ^n 
$-9- s 25,4 ^5 
S xu KR 


4 * Lon 
+ (n-) 4-n* 
e n= 


und 1--24-3* TPA T5 T6 T7 L879. . (n- 1K ne fi 
m. e Ke. dën 


| Vermittelſt dieſer Zahlreißh en werden die hoͤhern Do, 

tenzen der natuͤrlichen Zahlen durchgaͤngig aus den vor⸗ 

hergehenden niedrigern phi, welches ſehr bequem 
| 4 ift 


H 
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ift, die Summe der verlangten Potenzen daraus her⸗ 
zuleiten. 


Daß 112% 3 4% 5... -no — ín? —n, 
ift an und für fid) klar. Hieraus aber läßt fid) nun In‘, 
und aus dieſem und dem erſten, fn^, und fo ferner ín", 
(nm Ae, auf folgende Art finden: | 


Man nehme noch einmal die erſte Zahlenreihe vor, und 
füge derſelben der Horizontalreihen Ergänzungen = d', 
unter dem Striche mit bey. Wenn alfo: 


172741 4g da BET 
LSZ EZ EHI FO bs 
1 TN Kr 4 
(rr Ste - 
11 TTT TNT. 


Ab „ * „ 


ee 


ſo iſt r 1 T 2 f T A T ee #0 - SH 


Da es nun allemal fo viel Horizontalreihen giebt, als 

n Einheiten hat, fo iſt n. fn? oder n*— S? + fn, alfo 
Ín gegeben, wenn man S? ausdruͤcken kann. Nun iſt 
aber die Summe aller Glieder unter dem Striche, oder 
Se—t (17 09) (IT 2 30). . (7295942459... 
. I u-IPD SIT 2t zT ATH 6 (u- 1) fun; 
alſo n^ — (n —n t ín, oder afn — n* tn und 
| EUM Ve 


der Kegelſchnitte. 5. 41 


H n* n ZZ | 
fn — 2 T 2 = (n). En, der Summe bes erſten 


und letzten Gliedes in die halbe Anzahl der Glieder 
(Alg 85.) In der folgenden Reihe iſt auf eben die Art, 
mit den unter dem Striche beygefuͤgten Ergaͤnzun⸗ 
gen — S5 


ELE 4* 246... t notai; 
DT3tA4TitÓlll.ita 
q4t2X3t44T5t6....tn 
ptt S$RATSTÓIS... t4 
Ltätätfkaetg 42 
112131477 EP 


UN 


po a dede acd SUA 
EIER E fe est, 


alſo n. (n — fn 4- S, und S'— r-F (1-72) (1 2 3)... 
+(it2+3+4+5...+[n— 1]) d. i. wenn man die 
einzelnen Ergaͤnzungen der auf einander folgenden Hori⸗ 
zontalreihen, als fo viele Reihen betrachtet, die man oi, 
zeln ſummirt, (wo man alſo in dem Werthe von (n 
g n * n . y 
— 2 das n nach und nach — 1; — 2; 


e u ſchen muß 8 ( ET) ( +2) 


E: 


* s [n— 1]* n—r 
*G ` kent there E 


" 


C 5 | t. 
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yt 2* git bat. s d [n—1]* + 
Ee 


Ee don T Ín'— n»n NE. 


A & 4n 2 pe 
fn^ —n* fn/—n 
ffo f. fn' oder fa’ 4- S ADAC db A , 
f — 2 f — 3 
NUIT n 3 


T + - — z (n-i)(2m4-r) mad) bem aus dem 
vorhergehenden für u gefundenen und hier Rite 
Werthe. | 


Eben fo u ni fn^ — fn" 4- S", und 8. 124 
rer EG? 2*4 32.. 


5 Së E i) E 14279 


32 358 [n—1] no n—1I 
£C ER ch Sib + ) 
3 2 6 
EECH TEE 
E EE, 
3 2 2 
A prati äer: Kar d | An —n? yu mum 
6 3 2 


-; alfo, wenn man die Diviforen ber einzel» 


ini 


E 


nen Glieder der jedesmaligen vorhergehenden Potenz 
[olet dée 2, 6] nun a, G, y &c. ſetzt: 
8 n 


der Kegelſchnitte. X: ` 


"fuü"—n? [fp'—n? 
—— 


n ín" oder fn^ LS — fn" + 7 


. 
e. nn“ ＋ 23 — g (n -n — 9. (fn—n) 
Gͤͤͤ EE 8 


«i 


2 > 
An' (nr) wenn man 
3 an (u 1) n man 


die vor hergefundenen Werthe von fn" und f n* ſubſtituirt. 


64. Ouf. 1. Um das hieraus fließende Geſetz für die 
hoͤhern Potenzen aus den vorhergehenden, deſto leichter 
uͤberſehen zu koͤnnen, will ich hier die Ausdrͤckungen der 
erſtern auf einander folgenden Potenzreihen neben einan⸗ 
der feßen, Es ift demnach ö 


— 


u^. 
Lu" = n, oder 2 Hieraus folgt: 


b f — ö 
nín9? —Íín tS = fn + eat oder 
d 2 * 


„ epinitn n? n 8 
fn'—n* fn—n 


e B 


c. n kans € (n — n) 


nfn' = fan” + S — fn'4- 
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= = e (nt 1). (2n * 1) alo 


fn^ Zn 3 


nín" — fn" ＋ = [n” + 


e 


n' >= n?, TER 
ees ; unb 
= Y 


* 
^ git " D 


a.nfn Tn? 3 (fn^ —*)— = (fn'—n) 


* 1 
8 Len npa 261 
ZR =, ar 


* 


{nv — n^ fa“ — n? 


nfín Iny. S^ fü + 3 


fans 


T m 
Y 


e, pl Enz à E n3) — = ((n — n?) 


ni E: 


ati 


Hieraus folgt ferner: . 


EI n ſ n Tn — 3 (f niv — n^) 


Ínv =n[nw — S 


— — À 
" 


4 ＋ 1 


— . 
"EN 


der Kegelſchnitte. FU 


— (a) + 5 (ka n) 


6 


2 


e ＋ 1 6 
n F : 
zk ak, — ; und 
2 t 12 La? 


anfn’+n°— ü Cor — n) 


P ' 
: — — nn 


{nr znínv — SV — 
* ＋ 1 


WERL. (ca — 9 ＋ cu: (fn" — n?) 
wis T. 


at 


e Ua ni Re 
De zb 6 42 


wobey man die Bedeutung der griechiſchen Buchſtaben 


— — M 


; u. ſ. w. 


nicht aus der Acht laſſen muß, die fib für jede Porenz. 


fumme auf die Diviſoren der einzelnen Glieder in dem 
Werthe der naͤchſt vorhergehenden Potenzſumme, in ihrer 
Ordnung beziehen, und folglich nicht immer einerley blei⸗ 
ben, fo daß für fn n bie Buchſtaben &, B, y, d & den 
Zahlen 7, 2, 2, 6, 42 aus fn" gleich ſeyn wuͤrden. Auch 
üt offenbar, daß in den Gliedern, m (he die Summe 
einer gegebenen Potenzreihe ausdrucken, der hoͤchſte Cr» 
ponent von n durchgehends einen Grad höher ift, als die 
Potenzen ſteigen, die man ſummiren ſoll. Der Diviſer 
Per hoͤchſten Potenz von n ift gleichfalls dieſem Expenen⸗ 


m 


ten gleich; alfo fnm = —— .... auch iff der Divfſor 
> mtr 


des naͤchſtfolgenden zweyten Gliedes immer die Zahl 2 
ä E II 


- 
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65. Ouf. 2. Waͤre alfo die Summe von n Gliedern 
der mien Potenzen, oder 
nme! And Bur Cns Dot 


.. ²˙ zeg Lk, E Se, 
int ß Y d € - 
gefunden worden, wo A, B, C, D... bie Coefficienten der 
einzelnen Glieder vorftellen mögen, fo máre alsdenn die 
Summe der naͤchſthoͤhern Potenzrelhe, oder: 


cx. N ſn 4 ne. E (fna — n4) 


kam! c5 


att 


B 
.— T c à) E ei (Ins — ns) 


— — —— 


att 
D: 
5 (nt — nt) . . . + &c 
` 


LE —— — 


* i 
wo das Geſetz der einzelnen Glieder ſowohl als der et: 


chen von ſelbſt in die Augen faͤllt. Der Kuͤrze wegen iſt 
in dem Werthe von fnt* hier a Gott m geſetzt worden. 


66. Ouf. 3. In dem Werthe von lum ſey mx 
der höͤchſte Exponent von n, (64.) fo fallen, für n — oo, 


nmi  nm+t 


alle folgende Glieder weg, alſo iſt um -— —-__ 


> 2 mar 
a. U nm (mi) n fam nm T2 
und amt - E 5 
ai m4- 5 m2 


ſo daß auch hier die folgenden Glieder, in denen blos bie 
, Expo⸗ 
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Exponenten mt 15 q5 135; t vorkommen, wegfallen 


3 E * 
Fuͤr mo; iſt m1 z 1 afin (nk oder In = SCH 


(64) und da bey jeder der folgenden Potenzen der hoͤchſte 
Exponent, ſo wle der Diviſor des zugehörigen Gliedes, 
um 1 wachſen, (64) fo kommt fo" — = du. 


mir 


Set, n 
{nV = e 5 . alſo Ínm uc vh wie vorhin. Hler⸗ 


aus fließt folgende Regel: Die Summe der Potenzen 
m derer in unendlicher Anzahl, von tan in natürlteher 
Ordnung fortgehenden Zahlen, iſt gleich dem durch 
m 4- dividirten Producte aus dem letzten Gliede der 
Reihe, in die Anzahl aller Glieder. So iſt 1＋ 2 
y m y y im + 1 " 


m m. m = 2 — x ; 
offe Ty . m4 I mca ` mër 


x max 


; | | prie 
14-2" 3" . We ME C 


voraus geſizt, daß Y ſo wie — im Abſicht der Gin 
heit [1] unendlich pop, 


67. Ouf. 4. In dem Beweiſe des Satzes (63) Tft 
angenommen worden, daß m eine ganze poſitive Zahl 
fp. Er gilt aber auch, wenn m eine gebrochene oder 
auch negative, ganze oder gebrochene Zahl ift; aber 

der Beweiß davon, wenn man ihn ohne Beyhülfe der 
Differenzialrechnung führen will, laßt ſich ohne viele 
Weitlaͤuftigkeit yer nicht überzeugend geben. Dieſe Er⸗ 
innerung IE um ſo noͤthiger, weil in der Folge auch 
Summirungen folder Reihen vorkommen werden. Für 
KSE 1-278 


\ 
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14 2 T 3 ＋ A- m . . . y-m wäre alfo für dieſe 


mr 


unendliche Anzahl von Gliedern die Summe = Fe, 
\ — m1 


i r T: 

r y We Ae 4 

oder, wenn —m ——-— mát: 142 5 35 
z^ I 


r 3 5 
H : + 1 WE Bez? 8 1 


Auf eben die Art verfaͤhrt man, wenn m eine poſitive ges 
brochene Zahl iſt. Der beſondere Fall, wenn m z— 1 
[87. Expl. 3.] für die Reihe x 277... -y-* wird, foll 
in ber Folge (1 1 8.) entſchieden werben. T 


68. Anm. 1. Dieſe Summen der Potenzreihen find- 
im Grunde nichts anders, als das Integral des letzten 
Gliedes der gegebenen Reihe, weil nach der ſo bekannten 
Integrationsformel fuͤr die Wurzeln und Potenzen 


2 m¹ dE g z mex 
[(z dz) —. ————— = — 2m 
Xm+ı)d  m+ı | mci 


— I 20 zm ＋ Am. . . 4 zm (66) 


69. Anm. 2. Der (63) erwieſene Satz laͤßt fid) mit 
vieler Leichtigkeit und Bequemlichkeit auf die Polygonal⸗ 
und Pyramidalzahlen anwenden, von welchen jene auf 
eben die Art aus den arithmetiſchen, wie dieſe aus 
den Polygonalprogreßionen ſummirt werden, wie aus 
folgenden zu erſehen iſt. 7 | 


70. Aufg. 10. Einen allgemeinen Ausdruck für 
die Polygonal; und Pyraͤmidalzahlen zu finden. 
i | Aufl. 
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Aufl. Man ſetze | 


r ̃ deis +Yd=A 
COE COP I Brauer SS: 
1 "Fd 

E er 

x * = . d 

[D 


— — — ——ũ — — $i ie 
und 17 (rtd)t(112d)t (34)... t(1*[n-1]3) = B 
1 (d) r(t). t(ıt[n-2]d) 
ı (1d)... t(1*[n-3]d) 
1 t(ıt[a-4]d) 
„ . N * * 


und 1 Cc) (33) * (4169)... Zeta dg (gs) 


oder 1 (2d) (3339) K (446d)... wen — d es C 


1 (247d) 4 (330). (n- een, 


I ves bee l Ele 


1 BEE Md 


A „ XR W * * 


eus SA eh 


| d 
unb 1 * (3*d) *(6t4d) ehre Mo! Oe? 2 SCH 


Apu es Gin on : 
ober 17 (37d) t (6*44) (101 10d), 1555 VE 
: D wo 


* 
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vo man das iniri Glied e 5 auch durch 
— = (L414 E She atr d) 
—— kann. 


Hier nun beſteht A, fo wie B, C, D u. Ce aus n Glie- 
dern. B iſt die allgemeine, aus dem Stamingliede 1 
und der Differenz d entſtandene, arithmetiſche Pros 
erefíon, und kennt d, ihr ntes, Glied, und die 
Summe von A. Ferner iſt O die allgemeine Polygo⸗ 
nalprogreßion, und das nte Glied derſelben, oder 


PE ien n) 


: d zugleich die Summe der vorhergehenden 


| N Progreßion B. Endlich iſt D die allge⸗ 
meine Geen von welcher das ute 
n En 1 — 


Sal zugleich die Summe der 


' EEE iden ee C iit. Die Summe 
ber allgemeinen Pyramidalprogreßlon D findet man, wenn 
man in den Werth des letztgenannten nten Gliedes ſtatt n 
nach und nach 1, 2, 3:.. m ſubſtituirt. Dieſes giebt 


fn^J-f n' Tu fn n3 n? 
ze — d 2 — v 
TY :6 6 2 
ia ^n^ — — n n d n 
+ SCH ata e ge 6 * 


| dati! m * ENZ T +1]Jd) = 


n 
2 eg : — d 
a F (A1 in—1]. E 


2 71. ouf. 
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71, Suf. r. Wenn alfo | 
das allgemeine Glied von A — d, fo iſt alsdenn: 


7777 Meet Mie? 
E Summe von A: unb 


rg FRE ation Yn O Gt [n—1]0.5. S. 


| von B; und 
„ A. P uu (33- [n— 1]4) 

"3 3. d. S. von Oz und 
„ L 5 E IS iR) 


ri Md j d. S. von D 


Ueberhaupt wenn X, v, Q, drey unbeſtimmte auf einatte 
der folgende Reihen, wie C, D, E bedeuten, fo it, wenn 
das allgemeine Glied Wo. DLE | 


n.ad- r..(n-Em) 
2.3... (m 2) 
gleich die Summe von X ift, alsdenn das allgemeine Glied 
quem n. n T Noto gu [--m-F 1] C 

URBS" HERE z] [m t 3] — 


zugleich die Summe von v, | ES 


von & — (baz Ta- di, 


72. Ouf. 2. Die beſondre Beſtimmung der Poly» 
gonalz und Pyramidalzahlen hängt von der Größe von 
dab, Man ſetze in den vorhergehenden Formeln, d nad) 


[4 n 
und nad) = r, 2, 3 &c. fo giebt 2 (2 t (n—1)d) 


die nte oder allgemeine Crigonel , oder Tetragonal⸗ 
ober Pentagonal xc, Dolpgonalsabl; und eben jo T. 
D a A n.ntf 
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mnl 


$9 
tragonals Dentagonals ıc. Pyramidalzahl von dem 


erſten Geſchlechte; und m (4+ Dës 1] d) 


eben dergleichen Pyramidalzablen von dem zweyten 
n. n I... (u gm) 

Geſchlechte; alſo RR: ita) ([m- 2] -[n—1]d) 
bie genannten Pyramidalzahlen von dem mten Ges 
ſchlechte. Die Polygonalzahlen mit bem Centro, in» 
gleichen die abgekuͤrzten Polygonal⸗ oder Pyramidal⸗ 
zahlen zu finden, hat keine Schwuͤrigkelt, und es wuͤrde 

unnoͤthig ſeyn, wenn ich mich länger dabey aufhalten 
wollte, da in der Folge wenig Gebrauch von dieſen Zahlen 
gemacht wird, und ich ihrer nur bey Gelegenheit der 

Potenzreihen gedacht babe, mit denen fie einen ähnlichen 

Urfprung haben. Wenn man in den Formeln (71) durch- 

gaͤngigd — 1 ſetzt: fo findet man aus ihnen bie figurirten 

Sahlen der Kaͤſtn. Tafel (Alg. 726.) Man ſehe 109. 4. 


73. Aufg. 11. Eine allgemeine Formel fuͤr das 
Element (62) jeder gegebenen Flaͤche A E e A (Fig. 12.) 
zu finden, aus welcher man die Flache quadriren kann. 

Aufl. 

1) fuͤr rechtwinklichte Coordinaten. Man ſtelle 
ich bie Abſciſſe AE — x in unendlich viele, alſo unenb 
lich kleine gleiche Theile AB — BC — CD &c. getheilt 

vor, ſo iſt, für AB=e; alsdenn AC —2e, AD—3edxc. 


(5-- [n — 1]4) die allgemeine Crigonals Ces 


alfo AE — —. e, weil filer unendlich femen Teichen 


fo viel in der Abfeiffe (x) befindlich find, als bie ange. 
nommene Einheit e in ihr enthalten iſt. Nun fep y die 
allgemeine ſenkrechte Ordinate über jedes e, fo ift e y, das 

a ver⸗ 


U 


l 
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verlangte Flaͤchen⸗Element, = e X, wo Kals eine ſolche 

unction von x betrachtet wird, die den Werth von y. 
aus der Gleichung der zu quadrirenden krummen Linie, 
in x und beſtaͤndigen Groͤßen ausdruͤckt. In dieſe Fun⸗ 
ctíon von x ſetze man alsdenn ſtatt x nach und nad) e; 26; 


ei, — e, ſo erhaͤlt man hierdurch die ganze Reihe 


der in unendlicher Anzahl über der Abſeiſſe AE naͤchſt 

auf einander folgenden y — X, deren Summe nach (56) 
genommen, und in die unendlich kleine Baſin e mul, 

tiplicirt, die veraͤnderliche krummlinichte Fläche aus 

dieſen Elementen, in einem veränderlichen Aus. 

drucke giebt, aus welchem man die gegebene Flaͤche, 

durch gehörige Subſtitution der veraͤnderlichen Größe 

findet. Oft iff dieſer Ausdruck rational; noch oͤfterer 

irrational, oder giebt den geſuchten Flächen: Junhalt in 

einer Reihe, die man nicht vollſtaͤndig ſummiren kann. 


2) fuͤr ſchiefroinklichte Coordinaten (Fig. 13) ſey 
AP —x; PM — y; der Coordinatenwinkel APM = x. 
Wenn P p — ein Element der 2fbfciffe AP ift, fo iſt 
PMmp ein Element der Slácbe AMP. Man ziehe 
Mu, m ſenkrecht auf AP, fo it PMmp=nMmr 


fnr 
Se M; und weil: fn. PM (y): M= A, 


fin. ! 
ſo ift e. nM — ey T PMmp; bem Elemente 
r ) 


der Slaͤche APM; — eX. me oder e X, fin. , für 
E 


r=ı. Wird alfo der Coordinatenwinkel ein rechter, fo 
ift auch fin. z zz I unb e. PM oder PMmp=ey=el, 
wie vorhin. | | 


GE 74. Suf. 
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74 Ouf. Die Summe alfo aller e X in den Sinus 
des Coordinatenwinkels multiplieirt, giebt den geſuchten 
Ausdruck der veränderlichen Flaͤche A P M ; wo e das Ges 
ment der Abſeiſſe x bezeichnet. Die zu nehmende Summe 
der uͤber x neben einander liegenden Flaͤchen Elemente 
e y, werde ich im Folgenden durch f(e v) anzeigen, welche 
Bezeichnung mit denen (63 — 66) gebrauchten, ähnlich, 
und durch den ganzen Integralcalculus bereits eingeführt 
und gewoͤhnlich iſt. 


75. Zut, 12. Die Quadratur eines gegebenen 
geradlinichten rechtwinklichten Dreyecks ABC 
(Fig. 14) zu finden. 


Aufl. Es (e BC Da; AB b; APS x; unb 
PM z y mit BC parallel, fo iff b: a — x: y, alfo 
au > 


y X. =X (73:1) die Gleichung für die finie AM 


zwiſchen den rechtwinklichten Coordinaten AP, PM. 
Wenn m p bem MP unendlich nahe, fo ift Pp — e, dem 
Elemente der Abſciſſe x; alfo ey Pp mM, dem 
Elemente des veraͤnderlichen Flaͤchenraumes APM. 


ea 


Weil nun ey — eX — fo ift bie Summe aller 


über ber Abſeiſſe AP neben einanderſtehenden Flaͤchen⸗ 
e 2.20 - 3. 

Elemente, oder (e y) = e. T te +e a2 

a. 4e a. 


a a 


Aue Eu wé Leg m NET UM 
Ak — b , ze? ( E 2b t 


- Für 
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vt i K hs. 

Für x — b, wird A APM = A ABC =— fab, 
2 

wie bekannt. 


76. uf. Für einen ſchieſvoinküchten Triangel 
ABC, (Fig 15.) feo CD Sc, das übrige wie vorhin, 


e 
à it AAPM = —. fin, CBD (74) = 5 m 


ax” 
— SC? I Und fo BÜRGER, für x—b, SCH 
ab" sc 
c Ren be cD, ber balben Du in das 


| Perpendikel. 


77. Aufg. 13. Den Ee Hacke A dd 
(Fig. 16.) zu quadriren. 


Aufl. Wenn A, der Scheitel der Parabel, der An⸗ 
fang der Abſeiſſen, und A px M und p der Pa⸗ 


rameter iſt, fo ift y — T die Gleichung fuͤr recht⸗ 


wincbr Coordinaten an der aͤußern Parabel, alſo 


ey — Se X Se clu erts e es 


p 
e e? 
4c? 4 ri Se chi * = (&): e?[75. Xe 
e? 
(1+2°+3°+4° is SA Qe Gs — (66) 
Se x’ coder py.x 


Lo = 23 uhr ( Td Nó [ 

tbeil des 0 geet, Vggiiier ApMP 

unter den Coordinaten x, y. 
Da: 78. Ju. 
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78. out 1. Fuͤr ſchiefwinklichte Coordinaten Az 
=; r„M=z; wäre AMA =:. fin. Mz p, 
(73) oder: Ein Drittheil des ſchiefwinklichten Da« 
rallelogramms unter den Coorbinaten , 2; Nun iſt 


Mp y. 
I Luc: E gud 
Ar MAS. ober: Ein Drittheil des Rechtecks 
unter der Abſciſſe wund der ſenkrechten zu Ap gehoͤ⸗ 
rigen Ordinate M p, alfo A. M p. 


79. Juſ. 2. In ber Aufgabe (77) fällt in dem Aus⸗ 
drucke für den quadrirten Raum, es, fo wie in der vor» 
hergehenden Aufgabe (75) es, ganz heraus. Wenn alfo 
für eine gegebene Linie y — A xm, alfo ey — e. Ax, % 
laſſen fid) alle Duabraturen von der Art, oder f (e y) d. i. 
(e. Axm) allgemein unter der Formel em+" A(ı Fam 


xm emit AxTmG¹rc̃ A mit 
mer (mTi)emi! 7 m 


vorſtellen, wo m ben Exponenten ber Abſciſſe x bedeutet. 


| FAA. 


, xm *. 
Da nun A, E ein Product des Coefficienten von xm 
mrt 


in bie unendliche Reihe ( 1＋ zm 530 47... m) — 


xm4t : 


d und dieſes Product nichts anders als die 


Summe aller Ordinaten iſt: ſo erhellet hieraus, daß mit 
dieſer Summe zugleich der Ausdruck der veraͤnderlichen 
Flaͤche gegeben iſt; welches eben ſo viel iſt, als ob man 
in den vorigen Ausdruͤcken e — 1 ſetzte. Die Richtigkeit 
dieſes Verfahrens laͤßt fid) auch folgendergeſtalt erweiſen. 
Die eingeſchriebenen Rectangel (61) verhalten (i), bey 
ihren gleichgroßen Grundlinien, wie ihre Hoͤhen; alſo 

a ihre 


* 
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ihre Summen, wie bie Summen tiefer Höhen. Sind 
nun dieſe Grundlinien unendlich klein, fo iſt die Summe 
von allen Rectangeln zugleich der gegebenen Flaͤche, (6 1) 
fo wie die Summe aller Höhen, der Summe aller Or- 
dinaten gleich, und die Verhaͤltniß dieſer unendlich kleinen 
Rectangel noch immer dieſelbe; Folglich auch die gege⸗ 
bene Flaͤche wie die Summe dieſer Hoͤhen, d. i. nach der 
Vorausſetzung, wie die Summe aller Ordinaten. Wenn 
alſo die unendlich kleinen Rechtecke nach der Ordnung 
a, b, c, d ꝛc. die zugehörigen Höhen oder Ordinaten &, g, 
o, dc. die unendlich kleinen Grundlinien De ſind: fo 
iſt a: b Sa: D; oder (abe): d (eO y): d 
u. ſ. w. und abe d :. e ( ac.) alſo 
(a+b+ctdi): (a TTV ꝛc.) = e: 111, 
wenn man e für die Einheit annimmt. A'ſo ift arb e 
＋dꝛc. = attytóie. oder, die Summe aller 


Rectangel der Summe aller Ordinaten gleich: 


wenn man alſo dieſe gefunden hat, ſo hat man auch die 
ganze Fläche. Waͤre nun die allgemeine Ordinate, 
ober y — Ax m — Ban t Cxr — Dxs5... . &c., fo 
wäre die Summe von allen über der Abſeiſſe x, naͤchſt 


5 Orbi Axm:4*! Bxn-t 
inander ſtehenden Ordinaten = . 
an einander ſteh vo T 
Cart? eg? & e ^ 
Sen e xx zb Kc = e e 
rti sti Cit (ey) m 


Ausdrucke der veränderlichen Släche, aus welchem 
man die gegebene durch Subflitution findet. | 


80. Aufg. 14. Den paraboliſchen Raum AP 
MA, zwiſchen dem Bogen AM und den recht⸗ 
winklichten Coordinaten AP, P M, zu quadriren. 


Aufl. Weil xy — ApM T AP Min *APM 


(72) ſo iſt APM —xy—ixy —$xy. Dieſen Werth 
D 5 von 


58 Von den Quadraturen - 


von A PM A fände man aud), unabhängig von ApM 
folgendergeſtalt. Durch Verwandlung der Koordinaten 
(77) kommt für AP — x; PM —y; die Gleichung 

n Y 


y^- px für die Axe der Parabel. Hlerifiy=p x“ 
— X, alfo MS m M (66. 67. ) p EE wis f (ey) oder 


X 


| f(eX) b (11 tg at E ) (79) 
14 1.3 
AP Ste D bs ub dee fuus 
grip", pee | er px 8 


wie vorhin, wodurch alſo rei in Abſicht auf gebro⸗ 
chene pofitive Exponenten durch ein Exempel beſtaͤtiget 
wird. ? | 
81. Zut r. Für 5 Coordinaten Am 
S; IM =z, wäre ADM — $e. fin. MrıP (74) 
Mk 2 E 

=jen. 7 = 2% SQ A H. PM. 


2 
[n 5 2 MH 
82. Zuſ 2. Man ziehe die gerade finie AM, fo ift 
das paraboliſche Segment A RMA — AKMP — 
AAMP-—j$xy—ixy-clxy. Alſo verhalten fid) 
AKMA; KM: AAMP; ARM]; gegen einander, 
wie zx; Suz ixy; 3xy; das iſt, mie die Zahlen 1; 
25334. 
| 83. ouf. 3 Für ein PM aus dem E 
waͤre scht, ep (Alg. 358.359) alfo, auf ben 


Fall, 2xy — iz p^, bem zwölften Theile des Quadra⸗ 
tes des Parameters gleich. 


94. Zuſ. 4. Das paraboliſche Segment PMNQ. 
LII E AKMP zu quadriren, ſetze man AP Daz 


PQ — x; (o iſt AQ cn 37x; uno NO sp AQ sz 
ap px alfo K O fap F px, und AKNQ A AQ. 
N 
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QN (89) = $ (atx). apt px. Eben fo ift PM? 
—p AP ap und P (ap. Aſſo A KMP Z Ap. 
PM —2a fap und AKNQ — AKMP— 2 (ax) 
Vaptpx — $a (ap = PMNQ — 2 (CT 
Vaptpx — a ap) | | 


85. Ouf. 5. Das hier abzuziehende Glied 2 a / Ze | 
hätte man auch aus dem Werthe von AKN Q — $ (a tx) 


X ap px herleiten koͤnnen, wenn man in ihm x — o ge⸗ 
feßt, und das was alsdenn übrig geblieben, mit in Bes 
trachtung gezogen haͤtte. Denn fuͤr x — o verwandelt 
(ib AKNQ im AKM, in das Stuͤck das man von 
ARNO abziehen muß, um MN allein zu befom« 
men, weil hier nach der Bezeichnung, (84) der Abſciſſen 
Anfang in Pliegt. Man nennt dieſes die Erfindung 
der beſtaͤndigen Größen, die zu Ergänzung oder Ab⸗ 
kuͤrzung des erſt gefundenen Werthes der veraͤnderlichen 
Flaͤche hinzugeſchrieben werden muͤſſen, wenn ſelbige 
nicht, wie bey den vorhergehenden Exempeln geſchehen 
wuͤrde, für x — o, ſelbſt Null wird; welches zu erkennen 
giebt, daß der gefundene Ausdruck die Quadratur, ohne 
Hinzuthuung oder Abzug einer beftändigen Größe, voll⸗ 
ſtaͤndig giebt. Denn (ey) bezeichnet uͤberhaupt jede 
Flaͤche, die wie PM N Q, zwiſchen zween parallelen Appli⸗ 
caten, PM, NQ, einem Theile der Abſeiſſenlinie PO. 
als einer Bali, und einem Bogen MN der krummen Linie, 
enthalten (fi, in welcher jedes N eln y vorſtellt, das zu 
der Abſeiſſe x gehört, die fid) in Qendigt, bey welcher 
aber P willkuͤhrluch angenommen werden kann. Fir 
XR o, wird auch meiſtentheils die Fläche ſelbſt ver. 
ſchwinden, und das geſchieht allemal, wenn P, der Ab» 


ſeiſſen 


-— 
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ſeiſſen Anfang, auf A liegt, wo die Abſciſſenlinie die 
krumme Linie ſchneidet, und alfo für x — o auch die eine 
Ordinate PM = o wird. Wenn aber der für die ver 
aͤnderliche Fläche gefundene Ausdruck für x So nicht ver. 
ſchwindet, ſo erkennt man daraus, um wie viel derſelbe da. 
fuͤr zu groß oder zu klein ſey, nachdem das Uebriggebliebene 
poſitiv oder negativ iſt, und alſo davon abgezogen oder da⸗ 
zu addirt werden muß. Die Figur erläutert dieſes, fo 
wie die folgenden Beyſpiele, ſehr deutlich. 

Daß man die Conſtans für x — o zu beſtimmen 
ſucht, ift nicht nothwendig, man kann fie auch für andere 
Werthe von x beſtimmen. Die Vorausſetzung von x —o 
iſt nur die elnfachſte; ja zuweilen geſchieht es, daß für 
x — o das Uebrig gebliebene imaginaͤr oder unendlich 
iſt; woraus ſich alſo nichts beſtimmen laͤßt, weil die hier⸗ 
aus gefolgerte Conſtans, die veränderliche Siäche ſelbſt 
imaginoͤr oder unendlich machen würde, welches beydes 
ungereimt iſt. Auf ſo einen Fall kann man x einer an⸗ 
dern Groͤße gleich, ja ſelbſt unendlich groß, annehmen, 
wenn nur bey dieſer Vorausſetzung ein endlicher reeller 
Werth oder Null fuͤr die Conſtans folgt; wie man aus fol⸗ 
genden mit mehrern erſehen wird. Dieſe beſtaͤndigen 
Großen ober Conſtantes pflegt man durch Conſt. oder 
auch nur durch ein bloßes C anzuzeigen. 

86. Aufg. 15. Alle krumme Linien zu quadri⸗ 
ren, die der Gleichung vm = A + x zugehoͤren. 


Aufl. Man ſetze a x — , fo iſt das Element e 

der Abſciſſe * x mit dem Elemente von einerley, oder 
* 

el. x — el. ai und y — alfo die Summe aller Or⸗ 

dinaten, das iſt hier (79) die veraͤnderliche Flaͤche 


1 I I I I 


Zeit," t 2 14 4 . TET 
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oder, den Werth von e ſubſtituirt, 
rtm 


2 TRES m + Conf; wo die Conſtans 


nur noch zu beſtimmen iſt, und folgendergeſtalt gefunden 
wird. Fuͤr x So, foll auch die Flaͤche Z — o ſeyn (85). 
Im , 


— — 


Man ſetze alſo in = TT (4 Bos X S o 


Im + 
Diefes giebt Z — . Alſo iſt der erſte 
Im 
Ausdruck, fuͤr x = o, um fo viel zu groß, und kommt alfo 
km : T 
e sod -- m : 
i iie 4 folglich 
Im Im 
. P n m d 
2 xis Cras] a ) In an 


dern Fällen, wenn das, was von Z übrig bleibt, nachdem 

manx geſetzt hat, eine negative Groͤße ift, wird blefe 

Conſtans poſitiv zu bem erſtgefundenen Ausdrucke von Z 

hinzugethan. Fuͤr die Gleichung y^ — x — &; wäre 
: rtu ds os 


di SPENT | 
2 * en Ab Conſt. wo die Conſtans 
| ver · 
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verſchiedentlich beſtimmt werden kann (85) nachdem 
hier m eine gerade oder ungerade Zahl iſt; wenlg(tens 
kann hier nicht in beyden Fällen für L — 0; auch x —o 
gefegt werden. Beyde Gleichungen vm — x + gehoͤ. 
ren zu dem paraboliſchen Geſchlechte, und iſt hier der 
Parameter p == geſetzt worden. In beyden iſt der Ab⸗ 
ſeiſſen Anfang um die Groͤße a, aber nach entgegengeſetz⸗ 
ten Richtungen, vom Scheitel A entfernt. 


87. Expl. r. Fuͤr m — 2; und a Da, kaͤme aus 
der erſten Gleichung y — (2. und £ (e y)obt.. 


2/43 —— — 

—$([aTx] — a Ae Sack 43 tx—- a2) 

fuͤr die gemeine oder Apolloniſche Parabel von dem 
Parameter p — r. Will man flatt 1 den Buchſtaben 
wieder ſetzen, ſo darf man nur darauf Acht haben, was 
die Gleichheit der Abmeſſungen für die Flaͤche Lerfordert. 


Dieſes giebt Z — $ (La Tx] dap Tpx a Jap), 
gerade (o wie (84). Der Abſciſſen Anfang liegt hler 
in P. (850 ö | 


Expl. 2. Fur in = 25 käme aus der andern Glel. 
1 


chung y — (x—a) und hieraus Z — $ (x— 40 5 ＋ C. 
Sollte nun hier Z — o für x — o ſeyn: fo kaͤme 0 1 

= = 
(—a)“ TC-3$WV(—2a)TCobit C —— 32 —a, 
alſo die Conſtans, und durch fie die veränderliche 
Slaͤche ſelbſt, unmöglich. Eben das geſchieht, was 
man auch fuͤr eine gerade Zahl ſtatt in ſubſtituirt. Man 
ſetze alfo, es ſolle T o für x — & ſeyn, fo verwandelt 

N 8 i+m 


ſich der Ausdruck (86) 2 = ES Ko) ＋ ein 
o=C 


l 
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| pe 
(oz C alfo ift hier bie Conſtans Null, und Z — diui 
1 dud m 
(x—2a) " fürx-'a vollſtändig; und fo hätte man 


auch x einer andern Größe, die nicht kleiner als o ii 
gleich, und dafür Z — o ſetzen koͤnnen. 


Fuͤr ein ungerades in hingegen, kann auch Z — o 


T s m 
für So angenommen werden; denn das giebt o = —— 


1m 

im "7 eng T 
2 m . Conſt. oder Cont ER : 7 e 

Im ^ 

W (-a) = — „ m Die gerade ga 


km 
(Im) macht naͤmlich die (1 4 ate dani von — 4 
poſitiv (Alg. 3 1.) und wenn auch das nicht wäre, fo ift 
doch die ungerade Wurzel (hier w/) einer Größe, immer 
moͤ un wenn 88 dieſe Größe negativ iſt. Alſo ift 
1 Im qom 


— — 


— SUE ([x—2a] m — M) für die 


veränderliche Flache vollftändig. Der Abſeiſſen Ans 
fang liegt hier in I, ſo daß A = = A (87) 
Erpl. 3. Für unendliche Syperbeln zwiſchen ih⸗ 
ren Aſymptoten, wäre (21) ymxk zc amb, alſo 
merk 
EN 


mk. —k- 
— a. x " eff das Slächenele 


* 
H 

v 
gl 
| 


ment 
i 
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i mk Ze k 
ment, ober ey Se. " x " und bie verá 


mk uk 
er = 
GE m m 


derliche Släche oder Z — ^ 


ek * 
ui 


8 Sur beydes für rechtwinklichte 


LESE! 


(n -K) x m 


Aſymptoten. Wenn — : —k geſetzt wird: ſo kommt 
für die gemeine Hyperbel ey Se. & x und ſ(e y) 


2 "n wo man — d. ] ex nach 67. 
nicht ſummiren kann, denn ſonſt fáme f EN = — 


1 82 — + Conft; welches ungereimt ift, weil die 


elde Flache Z weder unveraͤnderlich noch 
unendlich ſeyn kann (Anal. 219. 1— III). Die Art 
und Weiſe ſolche Groͤßen zu ſummiren, wird weiter unten 
(118) gezeigt werden. 


’ m en Ii; k=2; ober für bie cubifcbe Syper⸗ 
bely= A, waͤre Z — — 4 c ROS ILE tC 


Hier nun TS man, C zu beſtimmen, für x jeden end. 
lichen, ja ſelbſt einen unendlich großen Werth anneh⸗ 
men, 


E 
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men, und bafür Z — o ſetzen. Naͤhme man aber für 
2 o auch x = oi fo wide o = — — * C, oder 
C — oo, welches nicht Gott haben kann. (Exol. 2.) 


3 
Setzte man Z — o für x — b, fo wäre Conft = =; und 


? (x b 
hier Z — A Aber Z So für x — oo, giebt 
3 ac, | 
C=o; alfo Z— — 2 die zugehörige veraͤnderliche 


Flaͤche vollſtaͤndig, aber negativ. Die Bedeutung und 
Lage einer ſolchen negativen Flaͤche, hat Herr Hofrath 
Baͤſtner (Anal. 211) umſtaͤndlich aus einander geſetzt. 
Eine negative Flaͤche iſt naͤmlich bey den Quadratu⸗ 
ren fo etwas, was die negative Subtangente im vori- 
gen Capitel (ar) iſt. Sie liegt an eben der Ordinate, die 
den pofitioen Raum zwiſchen ihr und dem Anfange der 
Abſeiſſen begraͤnzt, aber nicht an eben der Seite dieſer 
Ordinate, auf welcher der Anfang der Abfeiffen fid) bes 
findet. : e : 

Die Erfindung der beftändigen Größen findet 
man ausführlid und ſchoͤn von dem Hrn. von Segner 
abgehandelt Calc. Integr. P. I. Sect. VI. 


88. Aufg. 16. Die Flaͤche der Ellipſe ADBEA 
(Fig. 17.) vermittelſt des Segmentes CDMP — Z, 
zwiſchen der halben kleinen Axe CD und der Ordi⸗ 
nate M zu quadriren. 


Aufl. Fuͤr CP — uz PM — T Sic; CA 


„„ 
= 545 Aas Ee — 


E | (a* — 


66 Von den Quadraturen 


1 " 
(a?— 4u2)^, alſo, wenn e ein Element ber Abfeiffe u 


en eor ip EU ME Ed 
iff, ey e. 2; ( 4") und Tei oder 2— — — , 


f(e[a* 427) | 

Hier verwandle man den Irrationalausdruck 
(a? aus in eine Reihe, vermittelſt der bekannten 
Mewtoniſchen Binomialſormel (Pf Q) — Pm. > 


m—ı 
2 


AQ t 


— EQ... „ , moin bem igigen 


j An? 
Falle Pais Q— — tan m 1 und A, B, C, D, 


50 + c Da + 


E, . . o bie jebesmallgen unmittelbar vorhergehenden 
elnzelnen Glieder der Reihe bedeuten. Dieſes giebt 


Fa u- oder 


d 2u* au* 4u$ 
Er 
ıl ron? 28u'? gau“ 
2 u2)^4 — — Mühe „% «„ — " 
(à — — a? a? att 


E ..QU* Log fi? 
I — —— — U —9 
L 


2a 2. 4 A. 6. a 
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| x 1.3.5. (200 1. 3.5. 7. (zu)!“ꝰ 
TRES y 2.4. 6. 8. a7 , 2.4.68. 10. a 
— Au 


| Hy 35V i0 gr (gu). 
lr ti Ae Ica N RE EEE TE e. LM 
L 2. 4. 6. 8. 10. 13. a 


C eM c 
und o (ater urn ue TL um eL 
2a 2 


I. 3.25 EE E Sr do cut 
1:2. 3. a2? 1. 2. 3, K. 5 

Ain N ar $ ni, 

. . 2 en  1.3.5.7.9-2 Ai 

ET 4.27? 1. 2. 3. 4. 5. G. a4 
—:! 1 RE e eege 
REH 1. 2. 3... (n — 1)a2n-72 2 73 
wo man, das nte Glied der Reihe auszudrucken, ſtatt n 
alle ganze poſitive Zahlen von 3 an, ſubſtituiren kann; 
weil bier mit dem dritten Gliede alle übrigen nach einem 
gemeinſchaftlichen Geſetze fortgehen. Fuͤr n — 4; wird 
z. E. 2n— 5253; unb n — 1 23; woraus erhellek, 
daß man in dem Zähler, die ungeraden Zahlen als Facto⸗ 
ren nur bis auf 3, und in dem Nenner die natuͤrlichen 
Zahlen eben fo weit, und nicht weiter, fortſetzen, alſo das 


| . 3. 2. cus > 
vierte Glied — „ ſeyn muͤſſe. Dieſe Ct» 
innerung hat auch im folgenden ihren Nutzen. Hätte 
man aber das Glied, wo das Geſetz anhebt, (hier das 
dritte Glied) für das erſte annehmen wollen, fo hätte 
man fuͤr das nte Glied nach dieſer Rechnung, oder fuͤr das 

2 3 — 1.2, +2 

ei 2 eu 

! 1.2.3. (n- 1). a2nt2 


€ 2 ſchkei⸗ 
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ſchreiben té? wo man ſtatt o aud) 1; 2; und alle 
übrige ganze poſitive Zahlen ſubſtituiren kann. 


Obige Reihe für y ſtellt nun jede Ordinate, auf oder 
zwiſchen den Puncten C; P5 der Abſciſſe CP, aligemein 
vor, und es glebt hier ſo viel Ordinaten uͤber CP, ſo oft 


e in u enthalten ſeyn kann, das (EN Man fummire 


alſo gehörigermaßen (66) jedes einzelne Glied der Reihe 
beſonders, ſo bekommt man auf die Art die Summe aller 
Ordinaten, das ift (79.) die Flaͤche CDMP — Z. Stellt 
man fid) nun die Abſciſſen dieſer Ordinaten unter der uns 
endlichen Reihe 1, 2, 3, 4, . u vor, in welcher u gegen 
1 unendlich groß iſt, weil hier jede Zahl ein Multiplum 
der unendlich kleinen Einheit e bedeutet, deren u eine 


unendliche Menge ausdrückt, fo giebt, das erſte Glied = 
b. f. i multiplicirt mit (1--29 4-394»... ru“) 


N C : 
jum Producte T (66) als die Summe aller erſten 


C 


Glieder; alfo itt — 1 - ) ober 


e(r+2?+3°+4*”...+u?® cu? ge 
a? owe ia p à 

| 1. 2, u“ 
Summe aller zweyten Glieder; unb — [(—— ) 
t I.2.4 


EEE ET 1. 2. c uꝰ 


d. i. — 1. 2 
1. 2 a^ 1. 2. 5. a⸗ 


die Summe aller dritten Glieder; u. ſ. w. bey den 
uͤbrigen. | 
Am 


29 


t 
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Am leichteſten kann man ſich die Sache auf folgende 

Art vorſtellen. Wenn man, der Kürze wegen, in dem 
Werthe von y, die Coefficienten der Potenzen von u in den 
einzelnen Gliedern, nach der Reihe &, G. , d, 1c. nennt, ſo iſt 
= - (Ju*— yu - u- gu E HIT 

die allgemeine Ordinate. Aus ihr bekommt man, wenn 
man in u nach und nach re; 26; 36; 4e u. f, w. ſubſti 
tuirt, (73) die erſte, zweyte, dritte, vierte ꝛc. Ordinate 
von C an gerechnet, die alle einander unendlich nahe lies 


gen; und ſo giebt — e Goart u ſubſtituirt, bie — te, ober 


letzte, der Abfeiffe CP zugehörige Ordinate, und bie 
Summe von allen in die unendlich fleine Bafin e mul» 
tiplicirt, die veraͤnderliche Flaͤche CDMP — Z. Dem 
nach ut 


. I. e — . 1. e — y. I.e, 5—4À. I. eg. 1. ef. die 
x 

ıfte Ordinate 

. 2. (3.27. e. 25. e *— 9.25. 5— 4.2*.e*.. die 

ate Ordinate 

a. 3. e — . 3.6 — . 30.6%. 3 Ep AER... die 

are Ordinate 

a, 4e — 8.45.6 — 7.9.4. 66. g. e“... dle 

: : : ? gte Ordinate 


* B D Lë Ki 


M 


und «(Ce - N (HY. e y Ne. Cee. CR 


die te Ordinate 
u 3 (EE du? gu? 

alfo (66)— ide — , ci la — de 3 die 
30 se 7€ ge 
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Summe aller Ordinaten, die in e multiplicirt, und 
die Werthe der griech ſchen Buchſtaben ſubſtituirt 


cu cu? I.2'.cu* $.3.2*.60* 
2 3. a 1.2. 5· 4. . 7 
1. 3. F. ac. 1.3.8: 7. 2. cu 
1.2.3.4. 9. a8 I:2. 5.4. F. 11. a 
1.3. f. 7. 9. 25. cu? 1. 3. 5. (2n— 5). 2 , 
rr A ⁵˙ 8 ¶ '»o,L %⅛ũiXVMA· US ETE RUN qo TEE 
I. 2. 3. 4. 5. 6. 13. a“ 1. 2. 3. «(n— 1) (2n—1). 
cu2n—X 


ERR giebt, wo keine Conſtans weder zu abbiren nod) 
ſubtrahiren noͤthig iſt, well hier, für u S o die Flaͤche Z 
verſchwindet (85). Dieſe Reihe hat bis itzt noch in 
keine endliche beſtimmte Summe gebracht werden koͤn⸗ 
nen, weshalb auch die ganz genaue Quadratur der 
Ellipſe nicht kann gegeben werden, 


89. Anmerk. Den Ausdruck für die Fläche Z. Hätte 
man geſchwinder finden koͤnnen, wenn man nur ſogleich die 
einzelnen Glieder der Reihe für y, d. i. au? — (3u* — 
yu*... nach (79) ſummirt haͤtte. Ich babe aber hier mit 
Fleiß die Sache etwas umſtauͤndlicher auseinander geſetzt, 
theils um ein fuͤr allemal zu zeigen, daß das Verfahren fuͤr 
bie Quadraturen immer daſſelbe bleibt, die Ordinate mag in 
einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Gliedern gegeben 
ſeyn, und wie man fid) babe auf den letzten Fall zu verhal⸗ 
ten habe; theils aber auch 79. durch ein Beyſpiel zu erlaͤu⸗ 
tern, woraus man noch deutlicher einſehen lernt, in wiefern 
man ſagen koͤnne, daß die Summe aller Ordinaten uͤher 
CP, die zu der unendlichen Reihe 1, 2, 3,4 -.. u gchös 
ren, mit der Flaͤche CD M uͤbereinkomme; und zugkelch 
dadurch dem Vorwurfe auszuweichen, als ob man ſich hier, 
wider die erſten Begriffe der Elementargeometrie, die Flaͤchen 

: aus 
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aus Linien, als Theilen, zuſammengeſetzt vorſtelle: welcher 
Einwurf einem Ungeuͤbten leicht einfallen kaun, wenn er 
lieſet, wie la Caille in ſeinen Anfangsgruͤnden der Algebra 
(888. 892.) und andere mit ihm, die Quadratur der Flaͤchen, 
ohne weitere Erinnerung, behandeln. 


Endlich iſt noch anzumerken, daß man die Entwickelung 
und Auflöfung der Ordinate, fo wie jeder andern Größe, in 
eine unendliche Reihe, von welcher man nachher die Glieder 
einzeln ſummirt, nicht eher vornehmen muͤſſe, als bis man 
ſich auf keine andere Art zu helfen weis. Dieſe Aufloͤſung 
muß immer die letzte Zuflucht bleiben, weil bie Subſtitutlon 
(86) Verwandlung der Groͤßen, und andere Kunſtgriffe von 
der Art, den vorgegebenen Ausdruck ſehr oft in eine ſolche 
Form umſchaffen, die man nach den bekannten gewohnlichen 
Na hehandeln kann. 


90. Suf. 1. Fuͤr u za, wird CPMD=CADC 
ac ac y.ac 
ES — — — — — oder: 
4 3.2? 1.2.5.2 * 
ac 1. 3. Jae 
cabg = jac — $7 3 
| 6 2.4.5 2. 4. 6.7 
135.426 — 1.3.5.7. ek I. 3. 5. 7. 9. ae 
2. 4. 6. 8.9 2.4. 6. 8. IO. 11 eee 
I. 3. K. (an — 5 Nac 
——v. e dem Ouadranten 
2. 4. 6. . 2 (u —1) (an—1) 


der Eklipſe. Setzt man alfo überalf ac flat Zac, fo hat 
man ben Innhalt der ganzen Ellipſe ADBEA (88) 


91. Juſ. 2. Weil CPM D — ACPMS CMD, 
ſo findet man den elliptiſchen Sector 


E 4 CMD 
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2 


3 
C ο - Bu I — = 


a 

1. 2. cu 1. 3. 2. cu? „ 

— — MÀ — SERES — ͤ Gͤ—äͤ 0. 0$ 
ann I. 2.5.8 1. 2. 3. 4. a? 


B 
ober, den Werth für L aus 88. ſubſtituirt, und gehörig 
addirt: | 


3 Fs 7. 9 
cue AS 4cu 5 cu PE. 


6.2: 1044 7a° 18 a2 
Fuͤr u — a, wird alsdenn der elliptiſche Quadrant 
| Kaes) 35 
CADC zt IFr— + — + win + weie 
Zac 13 380: 224 300 ) 
= Äae sz menn man S für die Zahlenreihe fest, unb fo 
kommt acS für die ganze Ellipſe. 


92. Aufg. 17. Die Slaͤche der Ellipſe ADBEA 
vermittelſt des Abſchnittes AP M = Q su quadrirxen. 


c'ax—c?x* 


Aufl. Fuͤr A Px; PM=y;ifty’= — 


a? 
Y 
x 


e I Xs 
und y — — (a — x). Man erhebe a — x zur po 


tenz 3; fo kommt, aus (88) nach gehoͤriger Beſtimmung 


* 

der Buchſtaben P; QO; m; A; B &. y — ES 
Y 

"x x? x? cx! 

3 - 53 oder y = — 

22 ga’ 16 2° a 


GE) 
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3 5 1 ] d 
CX I cx, 1. 30 XK 1. 3. 5. CX 
A T EA 5 

: 2 i 2 2 
2 a 2. 4. 4 2. 4. 6. a 4.6. 8. a 
IX 2 
1-3.5.7.0X 1:3. J. 7. 9. CX 
— . — VS Y ei Cu RN. LE DE alfo 
2.4.6. 8. CN 2.4.6.8. 10. 12. a 
(792) f(ey) das ift: 
3 5 2 9 
ES cx" o 
* * Ce . 
a R&a. A149 12464 
x ex Cx r.cx? 
oder Q — (— V — — — , 
3 ja 7. g. a 
ES GEET 
92 1.4. b. a3 II XI. 4. 6.8.a^ 
3.35 5. 7. cx 1. 3.5: 7.9.0x7 
13 x 1.4. 6. 8. 10.a* 15 I. 4.6. 8. 10. 12, à* 
I. 3. f. 7. 9. 11 .. (29— 5) ex R 


—— (anti). „4. 6.8. 10.12.14... 2 (n— 1). an! 


für den Abſchnitt AP M; wo das Geſetz des Fortgangs 
der Glieder, wie in gg. mit dem dritten Gliede anfängt, 


93. Ouf. 1. Fur x — 1a, wird APM ACP, alfo 


ACD DË URN CS E o EN 
5283 5. 2 X142! 9x14.6.2° 
ir E 1.3.5.7 (2n —5) 


— . AN ꝓä4ä4 


1121.4. 6. 8. 22 (an 4.6.8. a(n— 1. 2 
ei ze 
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PON E 

= LS S für den Quadranten der Ellipſe. Alſo 

ac. 2° ss 
X: 2 5% 

gaze Ellipſe ADB EA (92) wo S' die vorhergehende 

Zahlenreihe bedeutet. 


: T 
S * 2 208 oder 2208 „ für die 


94. Ant. 2. Weil APM 4 AMPC e Gegen fo 


— Z 
findet man hieraus den Seetot h- = ): eati 
ober | 

H à 8 

! E ct Cx L CX 

ACM SDS 

a * 2.2* 2.4 * i 

Li D 3 5 . H 

KE $0X Ac gex“ 
aa 4 : Leet 3 + 5 
| 4 A482. .  42246.2. 

2 I 
1 195 cx 

+ - T Oder (92) 


ne 


„ 4 2. 4. 6. 8. 10. a 


a cx I. 3. x? 
icit C IS 
Hsu IT a ` 2. 4. 5. a^ 
1. 3.5 · X ee — 1. 3. 5. 7. 9. x' 
2.4, 6. 7. a 2. 4. 6. 8. 9. a“ 2.4. 6. 8. 10. 1. a« 


8 E. J. (zn Rem 


" 2.4.6. (a 1) 2n — ia) | 
95. ouf. 


$ 
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95. Juſ. 3. Sür x = Ia wird der Llliptiſche 
Sector ACM — ACD, alſo | 
se I T. 2 1. 3. 
452 12 24.5 2*4.6.7 
1.3. J. 2 1. 3. 5 2.9 
25. 4. 6. g. 9 2 4. 6. 8. 10. TI 


ſchen Quadranten; und das vierfache hiervon, oder 
die ganze Ellipſe 


.) S dem ellipti⸗ 


ac STIER 3:B 
ADBEA= — (It — + —— 
Ya 2 2. 3 2 4. 5 
ER 7: D 9 E 11 F 


2 46.7 2x89 210.75 231413 7 


wo jeder große Buchſtabe das naͤchſtvorhergehende ganze 
Glied der Reihe ausdruͤckt. 


96. Aufg. 18. Die Sl&doe des Kreiſes AD BEA 
(Fig. 18.) zu quadriren. | 


Aufl. Da bie Ellipſe fid) in einen Kreiß verwan⸗ 
delt, wenn man in der Gleichung fuͤr die Ellipſe, Para⸗ 
meter große und kleine Axe einander gleich ſetzt: ſo findet 
man ſogleich die Quadratur des Kreiſes aus ber bes 
rechneten Quadratur der Ellipſe. Für den Kreiß 
alſo, von dem Durchmeſſer a, iſt jedes veraͤnderliche, 
unbeſtimmte e 


au — u* I.2'u* I.3.2?u07 


is x 2.5.3? 1.2.37 % 
1. 3. 5. ( (21-5). g f. uz u- 
1.2. 3. (n—1) (2 n—i) q2n- ; (38) 
alſo der Quadrant des Breiſes, oder | 
: | CADC 


— 
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CADC — 12 lı — — — I NE I.3 
4 * (1 6 2 4 $ 2.4 6 E 
1.3.5 a 
X ola Pur £m oj -— 28, 114 e 
2.4. 6.8. 9 Big ]= 4 a und der ganze Rreiß 


ADB EAS a's, oder auch S, für den Diete 
412% 


97. Zufr. Man fege ben Bogen DM = 4; fo ift, 
für den Halbmeſſer CD = 1; alsdenn CP — fin. à; 
PM — coſ. d; und Sect. MCD ACPM — I DM. 
CD+ICB PM —12 4-1 fin. 2. Cof. 0 — 12 J 1 fin. 
20 (Trigon. 19. S. 5. Zuſ.) CDMP (Anal. 274.) 
Aus (91) iſt der Sector. 


, 


u u? zu” u’ Fu“ ＋ 3 su? 
Sa — * 71 Er 
10:4 1a Ve 8a 
2-129; und hieraus aud) ber Bogen à gegeben, menn 
^ mon biefe oder eg andere Reihe für CMD mit La divi. 


CMD=— 


diret, oder mit — — muftiplicie 


Setzt man in dem iet von CMD, u Saz fo findet 
man den kei an 4 
i 5 35 ' 


‚EDS 14 2 1 8 ih 


Pos = "a und ADBEA (96) ober den ganzen Kreiß 


— a?S oder auch S für a — 1. Hier nähere (id) 8 nicht 
fo geſchwind als S in (96 


98. Juſ. 2. Eben fo ift für den Kreiß jedes unbe⸗ 
ſtimmte 
APM 
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2 , sn 
Ab QQ IT ILL 
a 3 5 D oe ',g. @ 

1. 3. x^ „ ees (3n—$)xn 


91.4.6. RER (Za CI) . 4.6.8. . 2 (u-). =) 
[92] alfo der Quadrant 


a? 
Ach. PUOI llt. 
Y2 5x<2? 7 1. 4. 25 

1. 3 1.3.5 


9 1.4.6. 20 II XI. 4. 6. 8. 2? 
3? 


1.3.5 .... (2n— 5) FRAME ap 
PAS Got le N 


und 4 ACD, oder der ganze Kreiß 


a? 
ADBEA= 5 S = 2a*S V oder 2872 
für a — 1. T 

99. Ouf. 3. Fuͤr AC S; und den Bogen AM d, 
ift PM = ſin. d; CP — cof. d; alfo Sect. ACM — 
AMPC-—id-Ifin.2d(97) = APM; und APM 
+CDMP, oder der Quadrant ACD = 2 (41d) T 
(fin. 2 à — fin. 2 d) [97] alfo, wenn H —d—45*, ACD 
AD = d, für den Halbmeſſer 1. 

roo, Juſ. 4. Aus (94) käme des Kreiſes Aus⸗ 
ſchnitt 


ACM= 


H 
Së 
a x 


X . 13x 53.52 
4 1 6.2 vy... 2.4.6.7.a3 7 
1.3. 5 (2n— 1) x5—* ) 


unb 


2.4.6 ... 201 — 1 (an sn 1) an — * 
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und hieraus, wenn man x a ſetzt, der Quadrant 


1. 3. 1. 35 
25.4.5 * "YT es 


j a? H 
ACD eso TE 
4/2 e T 25.3 
und der ganze Kreiß 


2 2A 2 
JVC 
"E 284 2.3 24 4. 5 


101. Aufg. 19. Den Kreiß ADB EA vermit⸗ 
telſt der Tangente AT zu quadriren. 


Aufl. Der Secante C'T. (ey. eine andere Ct fo nahe, 
daß der Winkel 1 Ct kleiner als jeder gegebene gerad» 
linichte Winkel ſey. Man ſetze die Tangente A 1 — z; 
das Element dieſer Tangente, oder Pt — e, fo ift für den 
Halbmeſſer AC — 12 CM; TC? — ı+zz Mit 
der Secante CT als einem Halbmeſſer, ſtelle man ſich den 
unendlich kleinen Bogen ['S gezogen vor, fo iff in dem 
Trlangel Tts der Winkel Tis unendlich wenig von 
ATC, und T St unendlich wenig von dem rechten Wins 
kel T AC verſchieden, alfo TtS - ATC; und TSt zs 
TAG, folglich AtST c AT A C, und 


TCI Tzzl: CA? [1] (E T^ [e 1ST 


1＋22 
und, roegen ber ähnlichen SES) CTS; c Mm; 


TC? [122]: TS. L CM* [1: Mm? 


AAA ober Mim = ——— und der unendlich kleine 
(r4 zz)* 172 e 


Sector 
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€ Mm / Min. MC: e CINES NS Phy 

ector M TE m. “Egg " quam 
—Le(z’—z2?+2°?— 2°+z°...) menn mau (in 
Alg. 13) ſtatt des dortigen x hier durchgängig z? fehreibt. 
Diefer unendlich kleine Sector CMm iſt nun ein 
Element des endlichen veraͤnderlichen Sectors 
ACM, folglich A CM die Summe aller MC m, oder 
aller Elemente innerhalb des Bogens AM, und ACM 
zzif(e[z? — 2 ＋T 24. . ]) = (f(eze) — f (ez?) 
+ (ez). . .) oder endlich 


7 / | EC 


102. Ouf. 1. Wenn AM = Aer, fo ift Tang. AM 
ober 2 — 15 alfo ber achte Theil der Kreis flache 


=3(1—3 +3 — 54...) und der Quadrant = 1 


Be LECH 
ch +5»... 


; mo bas allgemeine 
2n--—1 : 


ober nte Glied negativ oder poſitiv iff, nachdem die 
Zahl n gerade oder ungerade iſt. Das vierfache der 
letztern Reihe iſt alſo dem ganzen Kreisinnhaͤlte gleich. 


Dieſe Quadratur ſcheint in der That, ihrer Sims 
plicítát wegen, vor allen übrigen den Vorzug zu verdies 


nen; aber die Reihe convergirt viel zu wenig, fo daß die 


Summe der erſten fuͤnf Glieder die Flaͤche noch nicht ein⸗ 
mal in den Zehntheilchen berichtigt. Aber Leibnitz, ihr 
Erfinder, Dat, wie Herr Hofrath Kaͤſtner (Anal. 301.) 
erinnert, nur dadurch zeigen wollen, daß ſich die Qua⸗ 
dratur des Kreiſes durch eine Reihe geben laßt, deren 
Geſetz man fo leicht uͤberſehen kann. Ein finnreiches 
Verfahren, die Summe einer beträchtlichen Anzahl von 
Gliedern dieſer Reihe geſchwind und ziemlich d zu 

nden, 


e 
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finden, zeigt Herr Lambert in feiner leſenswuͤrdigen KO 
handlung von Verwandlung ber Brüche. Beytr. zur 
Math. 2. Th. 1. Abth. p. 116. 125. 


103. Ouf. 2. Will man in den Quadranten (102) 
ftatt des Halbmeſſers 1, den Durchmeſſer a hinein- 
bringen, ſo darf man nur jedes Glied der Reihe in das 
Quadrat des Halbmeſſers Za, alſo in da?, multipliciren, 
ſo kommt, fuͤr dieſen Durchmeſſer a, der Quadrant 


a2 A 
CCC 


| 2p 
alſo a2 (I- t$... JT für den Innhalt des 


ganzen Kreiſes; daß alſo die Summe der Leibnitzi⸗ 
ſchen Zahlenreihe — £P, dem vierten Theile des berech⸗ 
neten Ludolphiſchen Kreißumfanges P gleich iſt. 


104. ouf. 3. Auf eine ähnliche Art findet man für 
die Ellipſe (Fig. 17.) für weiche a, y, die halben, 
große und kleine, Axen, die Tangente A T — 2 ſeyn 
moͤgen, den Sector 

ann wz? 
enn 
TP. 01293 
und eben fo, für die Tangente TD = w] den Sector 


F 
CMD —i(yw Fee ue a £523 
Wenn nun A T — CD, ober z — y; fo iſt auch TD S 
AC ober w — a; Man ſetze alfo dieſe Werthe von z, W, 
in die Reihen, fo kommt CAM A (ay -a 
—iay...) - CMD; alfo beyder Summe, oder CAM 
+ C MD b. i. der elliptiſche Quadrant | 


| ACD S A = =I) 
und, 
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und, für a, y, ihre Werthe z a, 2c geſetzt; CAD = 


ac 

T (1—3+3..) alfo, wenn a — c, ober für den Cir⸗ 
a? 

kel, CAD — x (1— 1 i.. gd wie vorhin (103) 


105. Ouf. 4. Der elliptiſche Quadrant laͤßt fich 
alſo immer (90. 91. 93. 95. 104.) als ein Product ac der ` 
beyden Aren in eine Zahlenreihe $ ausdruͤcken. Wenn 
. alfo (Fig. 19. 20.) ACD —acz; für den elliptiſchen 
Quadranten: fo kommt A CID — a' für den Qua⸗ 
dranten eines Kreiſes um den Ellipſen-Durchmeſſer a. 
Alſo verhalten ſich beyde Quadranten, und folglich auch 
die ganze Ellipſe zum ganzen Cirkel Se: a, wie die 
kleine Ellipſenaxe zur großen, oder umgekehrt, achdem 
nun hier c kleiner oder groͤßer angenommen wird als a, 
d. i nachdem man zum Durchmeſſer a des Cirkels die 
große (Fig. 19) oder kleine (Fig 20) Axe der Ellipſe 
nimmt, den Cirkel um, oder in die Ellipſe ſchreibt. Eben 
fo verhalten fib) die elliptiſchen Ausſchnitte ACM, 
MCD zu den gleichnamichten correſpondirenden Cirkei⸗ 
ausſchnitten ACM, MC D'; ingleichen die Stücke 
APM, CPMD der Ellipſe, zu den zugehörigen Stuͤ⸗ 
cken APM, CPM D im Cirkel Sc: 3. wie man ous 
der Vergleichung ihrer berechneten Werthe ſowohl, als 
auch daraus abnehmen kann, weil die Flächen dieſer 
Stücke mit den Summen der zugehörigen Ordinaten 
(79) uͤbereinkommen, deren Verhaͤltniß in beyden die 
vorerwaͤhnte iſt. (ze ME | 


106. Zuſ. 5. Wenn von einem bellebigen Puncte E 
in dem Durchmeſſer a eines Cirkels, nach den Ends 
puncten M, M der gemeinſchaftlichen Ordinate PMM’ ` 
des Cirkels und einer damit verbundenen ein⸗ oder unt 
pro" Aren ag). ſeyn 


i eng 
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gen, die geraden Linien EM, EM gezogen werden: fo 
verbaͤlt fid) auch der Cirkelausſchnitt AEM zu dem 
Ellipſenausſchnitte REM =a:c, wie die Cirkelaxe 
zu der andern Ellipſenaxe. Denn well APM: APM 
Sa: c (105) und APEM: APEM —PM': PM 


CD':CD-—1a:icca:c; afp AE M' —. A P M 
C 
und FEM —. DEM: ab APM H APE NM ober 


AÉM = = (APM-+APEM) = — AE M, fo ift 


eje 


AEM: AEM zz. — i Saz c. Alſo ijt der ellipti⸗ 


ſche Aus ſchnitt A EM = 2 vondem zugehörigen Cite 
kelausſchnitte A EN, oder K EM = s. AEN: den 


letztern Ausſchnitt aber kann man aus dem Cirkel fo ges 
nau berechnen, als es nur immer die vorgeſetzte Schärfe 
erfordert, und alſo auch den elliptiſchen aus ihm finden, 
Dieſer Satz hat in ber Aſtronomie feinen vielfachen Nu⸗ 
Gen, beſonders in der Voraus ſetzung, wenn E in dem eis 
nem Brennpuncte der Ellipſe liegt. | 


107. Zut 6. Wären a, e; und a, Y; zwey Paare 
Axen zwoer verſchiedenen Ellipſen E und E; fo wäre 
E:E-acz: enz (105) oder E: Ez ac: y m 
(a: 4) + (e: y) alfo das Verhaͤltniß zwoer Ellipſen 
gegen einander aus den Verhaͤltniſſen ihrer Axen sus 
ſammengeſetzt. Wäre auch a S; ſo waͤre a: & als ein 
Verhaͤltniß der Gleichheit bey der Juſammenſetzung 
als o zu betrachten, und E: E c: , in ratione Dot 
plici directa der beyden ungleichen Axen. 2 
108. 
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108. ouf. 7. Wenn C einen Kreiß vom Zuch 
meſſer a bedeutet, fo it C: E — a?: a. Soll nun 
C — £, Rreiß und Ellipſe einander gleich feyn, fo muß 
aud) a^ — ay ſeyn, alfo a — d ay genommen werden; 
Es ift alfo die Ellipſe einem Kreiſe gleich, deſſen 
Durchmeſſer die mittlere Proportionale zwiſchen 
den beyden Axen der Ellipſe iſt. Da nun der Inn⸗ 
halt des Kreiſes C = ES ſo iſt der Ellipfen Inn⸗ 
halt oder E — Sg wo P die berechnete Ludolphiſche 
Peripherie 3, 141... bedeutek. Das Product op 
der beyden Ellipſenaxen in das Viertel der Ludol⸗ 
phiſchen Zahl, oder in o, 7883. giebt die (Quas 
dratur der Ellipſe (104) deſto genauer, jemehr maͤn 
Decimalen von dieſer Zahl nimmt. Da nun die Zahl 
D heut zu Tage weiter berechnet ift, als man (ie bey dem 
Gebrauche zu irgend einer Abſicht nórfig hat, fo iſt es 
allemal vortheilhafter die Guadratur der Ellipſe auf 
den Cirkel zu reduciten, als eine der vorhergefundenen 
Jahlenreihen für die Ellipſe dabey zu gebrauchen, des 
ren Richtigkeit und Schärfe ſich auch, wenn es noͤthig ift; 
aus der Zahl P uͤberſehen läßt; Eben fo bringt man 
auch die Berechnung einzelner Stucke der Ellipſe auf 
den Cirkel, wie 106. zum Theil geſchehen ift; | 

109: Aufg. 20. Die Guadratür einer hyperbs⸗ 
liſchen Flache zu finden. | P 

Aufl. P "m 2 2 
j) fuͤr die Flaͤche Gp MA (Fig. 21.) Sé 
Cp 2 PM zc yj pM CP — ü; die Sauptaxe — à 
die andere c if: 


— 


823 Die 
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Die Gleichung einer ſolchen H,serbel für die Ab- 
feiffen (v) auf ver Sauptere aus dem Mitte'pinete, ift 


c* u c2 
befanntermaßen y? 88 D alfo, durch Ver⸗ 


wandlung der Goorbinaten, Br Zë — ES — 

4 
(c? ＋ 4y *) die Gleichung für die déen, = auf einer 
der Hauptare ſenkrechten Linie pK durch den Mittelpunct 
C ber Hyperbel. Hier iſt alfo die Ordinate 


r ge ve 


Ee Y a 
Varg be. ran fade uA 
(c?+4y” ): unb te Vergleichung dieſes Ausdrucks 
mit (88) zeigt „daß man in der dortigen Reihe, nut a, 
c, — u? mit c, a, Fr" verwechſeln darf (welches alſo (ie 
geraden Glieder der Reihe pofitiv macht) um aus jener 
Reihe, die Reihe fuͤr die allgemeine Ordinate der Hy⸗ 
perbel 


2 


ay 1. 2 ay“ I. 3.2 4 


u 224 
* c Ss 1-2. 3. €" 
1. 3.5. 2?a y? à f URS m EB 
EC VU ER EE 


(poficio oder negativ, nachdem n eine gerade oder un⸗ 
gerade Zahl ift) herzuleiten. 
Und fo kommt (66, 7 TE | 
— á Lara y* 
5 12.5. 6^ 


CpMA — Eb. 


ZS 22. y 1.3. ay? 1. I. 2 17" 


Ze 
1.23.7. % 1.2.3.4. 905 1.2. 3 45 110" 


* | a — 


E 
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Ris 1. 3. 5. 7.9- 25. ay? d (2n-5) oft, ayanız 
1.2.3.4-5-6. 13.C =” 1.3.3. (n S 1) (2n-1) c2n-2? 
wo die Erinnerung (88) wegen n hier nicht aus der Acht 
zu laſſen ift. Denn ſonſt gaͤbe z. E. n — 1 oder n= 2 
geſetzt, etwas ungereimtes oder widerſprechendes in den 
Zahlencoefficienten, welches nicht zu verwundern ift, da 
das Geſetz, aus welchem das nte Glied der Reihe ausge⸗ 
Drift worden iff, erſt mit dem dritten Gliede anfängt, 
und fid) alfo auf die erſten beyden Glieder nicht mit er 
ſtreckt. Eine aͤhnliche Erinnerung findet man (Alg. 733, 
II, p.421.) | | 


2.) Die Flaͤche A MA findet man, wenn man 
von CpMA das Rectangel ACpr = AC. Cp -— | 
abzieht; dieſes giebt 
ayx ^5 d — 3 
3c* 1. 4. c 1 16* 


30 Die Flaͤche AMP d. i. CPMp — CAMP 


2 
oder auch APM — AMz ift alfo = xy — "T 
I 5 a md 33 v9 
et 1.3.2 . + 1.3.5.2 EK u. f. w. 
1.2.5 c^ 12.3.70 1.2.3.4. 9€ 
wenn x — AP ift. Wollte man hier x in y ausdruͤcken, 
fo dürfte man nur den Werth von x aus ber Gleichung 


** — (ax xx) in einer unendlichen Reihe ſuchen, 


dieſelbe in y multſpliciren, und die gefundenen Glieder 
5 F 3 mit 
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mit den uͤbrigen algebraiſch addiren. Will man aber 
dieſen Raum durchgaͤngig in x haben, fo ſuche man 
| T 


i S 
y — — (ax xx) = = (ax) in einer unend⸗ 


lichen Reihe, wo in (92) alles unveraͤndert bleibt, auſſer 
daß die geraden Glieder der Reihe hier poſitiv werden, 
weil in dem Binomio ſtatt des dortigen — x hier + x bes 
findlich iſt. Alſo kommt 


CX CX 1. cX Y. 3. CX 
1%. a Balz e c nae 


22 2.42 2.4. 6. a 
und f (ey) oder 


APM = P e 2 ER 1. cx? 
AE ES 59«hgi1 72X«1.4.a?* 
1.3.0x4 1.5. 5.0xt $1.3. 5. 9.cx? 
981.46.  W2«14.6.8.25 13 N, 1.4. 6. ;. 10. a* 
7. 
ES I.3.5.7.9.CX u... w.) 


| 15x 1.4,6.8.10.12. 2° 


4) Den hyperboliſchen Sector € AM zu berech- 
nen, darf man nur von CAMp ein halbes Cp. pM 
— iyu abziehen, und ſtatt u die Reihe (no. 1.) ſubſtitui⸗ 


ren, ſo kommt: 


ES (f2'ay* | p.3.2?ay* 


T Me HET T2 30695 52.3.7 A 
E 1. 3. 5. 2?ay? uu Ju ay^  r2'ay^ 
012349609 2 2  c* mac 


+ 
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. — , ) und nach 


1. 2. 3. c* 1. 2. 3. 4 
gehoͤriger Verkuͤrzung: 
CAM AER ee 


Kee kA E A $167 
E E ER de 
— ——äi — — —— sumet cemento] 
FR2.75c5 1. 2. 9. c Leem 
| 462ay”° 
T blu und fo weiter 
1.2. I3. C ; 


Das Geſetz der Diviſoren faͤllt hier in die Augen. 
Die Zahlen Coefficienten der Zähler aber kommen mit 
den figurirten Zahlen (der Räftn. Tabelle Alg. 726. 
welche die Alten Tabulam mirificam nennten) nach fol: 
gender Ordnung uͤberein. Der Zaͤhler 15 des zweyten 
Gliedes iſt die erſte Zahl derer in natuͤrlicher Ordnung 
von 1 an fortgehenden Zahlen: der Zähler 3; des drit⸗ 
ten Gliedes, die zweyte Triangularzahl: der Zähler 
10; des vierten Gliedes, die dritte Guadrangular⸗ 
zahl: der Zaͤhler 35; des fünften Gliedes, die vierte 
OQuinquangularzahl: der Zähler 126; des ſechſten 
Gliedes, bie fünfte Serangularzahl: der Zähler 4625 
des ſiebenden Gliedes, die ſechſte Septangularzahl: 
alſo der Zähler m des nten Gliedes die (n — i) te ntane 
gularzahl. Ich nenne hier Triangular⸗Quadrangu⸗ 
lar Guinquangular u. f. w. Sohlen, die Zahlen der 
dritten, vierten, fuͤnften u. ſ. w. Columne der ange⸗ 
führten Tafel, um fie dadurch itzt von den Trigonal⸗ 
Tetragonal⸗Pentagonal u. f. w. Sables (70 — 72) 
zu unterſcheiden, mit welchen ſie zwar einerley Urſprung 
(72) aber nicht immer einerley Bedeutung haben; weil 
bey den Zahlen (70 — 72) jede arithmetiſche Progreßion, 
bey den figurirten Zahlen hingegen, nur allein die Pro⸗ 
greßion der in natürlicher Ordnung fortgehenden Zahlen, 
zum Grunde liegen kann. Daher, wenn man N 

ö 4 allge⸗ 


88 Von den Quadraturen 
allgemeinen Gliedern (7 1) der Reihen C, D, E. à burg, 
gaͤngig d — 1 (e&t: fo kommt = (2+[n— 1]). für die 


allgemeine Formel der Triangularzablen; ne 


— 


(31 [n — 1] für die allgemeine Formel der Quadran⸗ 


gularzahlen; ee me (4T[n—1]) für die 
allgemeine Formel der Quinquangularzahlen; alfo 
n. n I. T2. . In Em — 3] 


SEN E SC DN coppa ele ub für 


die ollgemeine Formel der mtangularzahlen der Tafel, 
wo z. E. für die Quinquangularzahlen m — $ u. ſ. w. 
ift. 95 y den Trigonal, Tetragonal-Pentagonal . ic, 
Sablen in (70-72) hing gen, kommt es auf die Beſtim⸗ 
mung von d an, fo daß jede der itzt angeführten Sot» 
meln (71) Trigonal Tetragonal - Pentagonal xc. 
Polsgonal: Pyramidal⸗Fahlen in der 72. feſtg⸗ſetzten 
Bedeutung geben kann. Daraus nun, daß man benders 
ley Zahlen insgemein mit einerley, griechiſchen oder latri. 
niſchen, Namen benennt, koͤnnen leicht Verwirrungen 

entſtehen, die ſich aber vermeiden laſſen, wenn man die 
Zahlen (70 — 72) durch gehends Trigonal oder Trian⸗ 
gular ꝛc. Dolygonal, Pyramidalzahlen, die Zahlen 
der Tafel (Alg. 726.) hingegen figuͤrliche Trigo⸗ 
nal» oder Triangular- ꝛc. Zahlen nennt. Der fiquͤr⸗ 
lichen Triangular Quadrangular- u. f. w. Zahlen Ver⸗ 
haͤltniß zu den Binomialcoefftcienten findet man bey dem 
Herrn Hofrath Kaͤſtner am angeführten Orte umſtaͤndlich 
auseinander geſetzt. Die Bernoulliſchen Formeln der 


S x.xtı X. x I. X 
figur. Zahlen: P. = = &c. Art. Coniect. 


D I» DIT 
. H.. C. 3. laſſen fid) aus den obigen, mit denen fie einerley 
find, leicht herleiten. | 


| 5.) Den 
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5.) Den hyperboliſchen Sector CAM (Fig. 22.) 
auf eine aͤhnliche Art, wie den Kreißausſchnitt (101) zu 
berechnen, ſetze man Tang. AT z, CT — w; das 
übrige wie ſonſt, und nehme noch einen andern Sector 
CAN, deſſen Unterſchied von dem vorigen, oder CMN, 
kleiner ſey als jede angebliche Flaͤche betraͤgt, und nenne 
das Element von 2, oder Pt Se. Zieht man nun die 
unendlich kleinen Bogen TS, Mm, fo find auſſer den 
ahnlichen Sectoren C TS, CM m auch CPM ^? CA T ^ 


TSt (101) unb CT (v): AC(2) S T«(9):T$— 555 
)=i si 


ungleichen AC C) CT = CP (i CM — N, 
a 


, 


— 3 


und CT (v): TS (27) — CM D. Mm ="; 


: , 2 
alſo CMm d. i. 1 CM. Mm . . Dr 
N a W a ' 
Sector CM m ift aber das Element des endlichen 
Sectors CAM, der aus der Summe aller zwiſchen 
dem Bogen AM enthaltenen. Elementarſectoren zus 
ſammen geſetzt iſt. | | 


Diefe Summe zu finden, muß man zuvor u in z 
ausdrücken, auf welches (id) das e bezieht. Es iſt aber 


= Xx. 
CA* CO: AT? (22) = CP= (ud): PM? = I 
s és 5 Alg. 402.) alfı ER de. : 
= E a" A ( 9.40 : 0 — A(c — 422)" 
welcher Werth von u? in ZE ſubſtituirt, CM = 
5 a 
8 eac? eac? Ses $t 
4(c* — 42?) * 4 8 ce” — 42 giebt. Wenn 


95 man 
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man alſo 1 durch c? — 422 gehörig dividirt, und die da⸗ 
P T e 2 \ 

her entſtandene Reihe mit = multiplicirt, fo kommt 


af. ach 422* 4?^az5. 397° 
et — + —À -1- V E E T Fo. .. A — 
4 


e? c^ ef e 


CMm; unb aus der. Summe aller einzelnen Glieder 
(79) 


az az? 422 4 az? 
CAM S — +: N 
4 ze" + $c^ ee? 
PETER N 
gc? e a 8 


110. Anm. Die von 1 «s. berechneten Flächen beziehen 
ſich auf die ſchiefwinklichte oder ungleichſeitige Hyper⸗ 
bel, fo lange a unb c verfchiedene Größen haben. Setzt 
man aber in ihnen a = e, fo bekommt man die Werthe dieſer 
Flachen für die rechtwinklichte oder gleich ſeit ige Hyper⸗ 
bel. Noch ift zu erinnern, daß man bey den Quadraturen, 

und fo auch bey den Rectificationen, Cubaturen, fo wie 
uberhaupt bey allen Größen, die durch eine unendliche 
Reihe gegeben find, wohl Acht haben muͤſſe, ob auch, und 
wie ſchnell die Reihe convergirt; welches von der Verhaͤltniß 
des für die darinn befindliche veraͤnderliche Größe angenom⸗ 
menen Werthes, gegen die beſtaͤndigen Groͤßen, abhaͤngt. 
Meiſtentheils kann man die Ordinate (y) in einer doppel⸗ 
ten Reihe ausdrucken, von welcher die eine bey einer klei⸗ 
nen die andere bey einer großen Abſeiſſe (x) geſchwind con» 
vergirt, fuͤr das Gegentheil aber divergiren und unbrauchbar 


ſeyn würde, Fur y = A Va xx oder y = B=, 
| b4-x 


convergiren die daher entſtehenden Reihen deſto ſtaͤrker, je klei⸗ 
ner x gegen a oder but, Fuͤr ein großes x hingegen, muͤß te 
| man 
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man für y den gleichgeltenden Ausdruck A 4f KX Ta 
oder B ch eutwickelu, wenn die Reihe convergiren ſoll. 


111. Aufg. 21. Den hyperboliſchen Raum 
BPM (Fig. 23.) zwiſchen zwoen Ordinaten BD, 
PM, auf der Aſymptote C T. 3u quadriren. 

> l 


Aufl. Fuͤr CB— 4; BDS =; PP=x; PM=y; 
ben Aſymptotenwinkel FC TS E; ift (CB T BP) PM 
— CB. BD (Alg. 412.) d. i. (at x) y g, oder 


y zm EN al(o, wenn pm bem PM unendlich nahe, 

und Pp — e gefe&t wird, ey — a C. fin, K. Tu (14) 
cc X 

SS Se x? x x^ 1 

zaß. in. K. e C — 4 * c ES — 4. Pp M, 

dem Elemente von BPM, und die Summe aller 


Elemente (79.) oder BPMD = aß. fin. k x 


EX NN Lk 
TD me Ke: TR un Sr 
E 24 3a 4. 


) welche Reihe deſto 
geſchwinder convergirt je kleiner x gegen « ift 110.0 


112. Ouf. 1 An dle Endpuncte D, M, der beyden 
Ordinaten BD, PM; ziehe man CD, CM; ſo iſt CD 
— $ CB. BD. fin. k und eben ſo C MPS ACF. PM. 
fin. k. oder, weil CB. BD — CP. PM; (Alg. 412.) 
ACDB = ACMP. Folglich auch CDB — BoC+_ 
DoM=CMP — BoC t DOM bt Sect. hyp. DC M. 
= lrapez.hyp. BP. MD. Eben fo find auch die hyper⸗ 
boliſchen Auoſchnitte MCN; NCS; SCH &e. den 
jedesmaligen correſpondirenden hyper boliſchen Trapꝛ⸗ 


zen 


92 Von den natuͤrlichen 


zen MP ON; NQRS; SRT V &c. über den Balibus 
PQ, QR, RT u. f. w. auf der Aſymptote, gleich; daß 
alfo die Reihe ( 1 11.) eben ſowohl für dieſe hyperboliſchen 
Ausſchnitte als fuͤr die aſymptotiſchen Raͤume gilt. 


113. Juſ. 2. Fuͤr den Raum QNRS auf der Bafi 
QR, zwiſchen den Ordinaten QN, RS, ſey CQ — y; 
QR zx RS—y; alſo (CQ. -- OR). RSS CB. BD, 


d. i. (yt 2) y g; oder y wit. Dieſes giebt 
Ytz 


z? z? 


(111.) MRS = a. fin. k E -: 


2 


4 


z* e i x x 
— —T..) wb RPMD: QNRS=(— — 
c. : a 


20 
x? ER FE a 
qoem em ) Chet 3-579 Coll 
X 2 
nun BPMD — QNRS ſeyn, fo muß auch x a 


d. i. &: X: Zz oder : X 7: 72 d. i. CB: 
CP = CQ: CR ſeyn. Man nehme alſo auf der 
Aſymptote CT, einer Syperbel, von C an fo viel 
gleiche Verhaͤltniſſe als man will, fo werden die 

hyperboliſchen Räume, deren Baſes die Differenzen 
der jedes maligen beyden Glieder Dieter Verhaͤltniſſe 
ſind einander durchgehends gleich ſeyn. 


114. Ouf. 3. Wenn alſo CB, CP, CO. CR, 

C T, &c. in geometriſcher Progreßion auf der Aſymp⸗ 
tote genommen werden, ſo ſind die hyperboliſchen 
Kaͤume über den Grundlinien CP — CB, d. i. BP; 
CO- CP, d. i. PO; CR - Cd. i. OR; CT 
CR, d. i. RT &c. oder die Trapezen BM; MO: OS; 
ST; 
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ST; &c. fo wie die zugehörigen Ausſchnitte DCM; 
MCN; Nes; SCV alle einander gleich, (112. 113.) 
fo daß BN — 2 BM; BS=3BM; BVS 4B M Ge, 
Nun iſt aber in der angenommenen Progreßion, CP: 
CB — (CP: CB; CQ: CB— (CP: CB); CR: CB 
= (CP: CB)*; CT: CB — (CP: CB &c. oder, dieſe 
Verhaͤltniſſe find der einfachen, der verdoppelten 
(duplicata) verdreyfachten, vervierfachten u. f. w. 
Verhaͤlcniß, der als einfach betrachteten Verhaͤltniß 
CP: CB gleich. Alſo verhalten fid die Räume BM; 
BN; BS; BV; zu einander; wie die Logarithmen der 
Verhaͤltniſſe CP: CB; CQ: CB; CK: CB; CT: 
CB; d. i. wie die Zahlen 15.2; 3; 45 oder wie die hier 
aufeinander folgenden Exponenten der einfachen Ders 
haͤltniß CP: CB. Die Trapezen BM; BN; BS; BV; 
oder die ihnen gleiche (112) Seetoren DEM; MCN; 
NCS; SCH: fónnen alſo ais die Maaße oder Loga⸗ 
rithmen der nurgedachten Verhaͤltniſſe CP: CB; CQ: 
CB; CR: CB; CT: CB; angenommen werden wenn 
man gleich anfangs BM als das Maaß der einfachen 
Grundverhaͤltniß CP: CB d. i. BM = log. (CP: 
C B) feft fe&t, fo daß die Bröße der übrigen Maaße 
von der Große des erſtern Maaßes BM abhängt. Die 
Größe aber eines ſolchen Maaßes oder Logarithmen, 
laͤßt ſich fuͤr eine gegebene Hyperbel allemal in einer 
Reihe wie (It.) ausdrucken, bep welcher es auf die 
Größe des eingeſchriebenen Parallekogramms (wel. 
ches man den Modul zu nennen pflegt) CBDK — a. 
fin. k = CI. IA. fin. k, oder des Productes aus der 
Hyperbelpotenz in den ſinum des Aſymptotenwinkels, 
a? Tc: — : 


— 
—— 


fin. k. (Alg. 413.) ankommt; und ſo er⸗ 


kennt man ſchon hieraus uͤberhaupt die Moglichkeit, wie 
fib ein logarichmiſches Syſtem durch die Sp 
i | phar⸗ 


94 Von den naturlichen 

darſtellen laſſe; das folgende wird dieſes noch mehr 
aufklaͤren. ) 
115. Ouf. 4. Die Abſeiſſen OP, CO, CR &c. auf 
der Aſymptote C T, mögen zu einer angenommenen C B 
eine Verhaͤltniß haben, welche fie wollen, fo werden ihre 
aſymptotiſchen Räume, fo wie die zugehorigen Sectos 
ren, ſich allemal wie die Maaße oder Logarithmen 
dieſer Verhaͤltniſſe unter einander verhallen. Nun be. 
ſchreibe man zwiſchen eben dieſen Aſymptoten noch eine 
andere, alfo ähnliche (Alg. 416. V.) Hyperbel LEH, 
und ſetze EB — 2, fo verhalten fid) bie zu einerley Der: 
haͤltniſſe CP: CB gehörigen Maaße oder Logarith⸗ 


LC 


men in beyden Hyperbeln, oder BM: BH — a, (in. K 
4 X e x? e 2 Y f X e asl x “ 
EE era = ir) 


2c a? 

(111.] 22. fin. K: ad. fin. k, wie die eingeſchriebe⸗ 
nen Parallelogramme BK, BG; oder (wie man fid) 
‚bier aus zudrücken pflegt) wie die Modeln (114) beyder 
logarithmiſchen Syſteme; oder auch wie 23: 22 d. i. 
wie die Potenzen CI2, Ci? beyder Syperbeln (Alg. 
413.) Wenn ealſo die Verhaͤltniſſe ſowohl als die Dn, 
perbeln, denen De zugehoͤren, verſchieden find: fo verhal⸗ 
ten fid) die aſymptotiſchen Räume, oder die correſpon⸗ 
direnden Sectoren, gegen einander, zuſammen wie die 
Maaße oder Logarithmen der anliegenden Verhaͤltniſſe 
und die Modeln oder eingeſchriebenen Parallelogram⸗ 
men BK, BG. | 


16. Ouf. 5. Es können alfo der ETaafie oder Lo⸗ 
garithmen für ein unb ebendaſſelbe Ver hoͤltniß, und 
alſo auch für andere, aus dieſem auf irgend eine Art zu⸗ 
ſammengeſetzte oder getheilte, Verhaͤltniſſe, fo uns 
zaͤhlig viele und verſchiedene angenommen werden, als 
die Potenzen der Hyperbeln nur immer gegeneinander 
TT | : ver⸗ 
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verſchleden ſeyn koͤnnen. Iſt aber dieſ? Potenz, unb 
mit ihr der Model (118) des logarithmiſchen Sys 
ſtems einmal feſtgeſetzt, fo iſt auch zugleich dadurch die 
Große aller aſymptotiſchen Hyperbelraͤume, aus welchen 
die Verhaͤltniſſe der Abfeiffen auf der Aſymptote gemeſſen 
werden, beftimmt, (5 daß jede Hyperbel ein vollftäns 
diges logarithmiſches Syſtem giebt, wenn einmal eine 
Verhaͤltniß der Abſeiſſen auf der Aſymptote als cine ein⸗ 
fache Grundveraͤltniß feft gefegt worden iſt. 
117. Anm, Logarithmen der Sablen, oder der in 
Zahlen ausgedruckten Perbilmife, werden eigentlich die je⸗ 
nigen Zahlen genennet, welche anzeigen, wie eine gewiſſe gre» 
gebene Verhaͤltniß p: a. aus einer andern, die man als 
eine einfache Verhaͤlcniß zum Grunde legt, durch Suſam⸗ 
menſetzung oder Theilung der letztern, entſtehen koͤnne. 
Es ſey die gegebene Verhaͤltniß p: 1 (wo q e r geſetzt wird) 
und n: 1 ſey die einfache Grundverhaͤltniß, die Ein, 
heit, aus welcher man p: 1 meſſen will 5-fo iſt, wenn pz 
I — (n: 1) befunden wird, die gegebene Verhaͤltniß p: 
aus m Verhaͤltniſſen, jede wie n: 1 sufammengefest „(die 
mtiplicata von n: 1) oder m iſt der Logarithme von 


p: Hund alfo auch, auf den Fall, der Logarithme dE 


ba 


— 


oder von der Zahl p. Fur pe Cn: )* wäre pia 
nur a1 mal ſo groß wie n: 1 (oie fub-mtipfcata bon ni) 
fau oy 47053: 4123025 * anaebnsantt. GA un 

oder in wäre der Logarithme bon p: oder bon der 
Fahl p. Bey der Hyperbel werden die geometriſchen Vert 
haͤltniſſe durch die Abſciſſen auf der Aſymptote, alſo 
durch gerade Linien, ausgedrückt, zu denen die anliegen⸗ 
den aſymptotiſchen Räume als Logarithmen geht» 
: tit, 


"e 
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ren, die ſich auf das eingeſchriebene Parallelogramm 
BK (114) oder den Model als eine beſtaͤndige Größe 
oder Einheit beziehen. Man begreift leicht, daß das, 
was hier von der Hyperbel, in Abſicht auf bie Logarith⸗ 
men geſagt worden ift, fid) auch auf alle Arten von Groͤſ⸗ 
fen anwenden laſſe, und daß überhaupt jede Linie, jede Flä- 
che, jede ausgedehnte Groͤße, jede Zahl u. f. w. den Loga⸗ 
rithmen einer angenommenen Grundoerhaͤltniß n: in vorſtel⸗ 
len koͤnne; fo daß 1, 21, 31, 41, &c. als Maaße oder Lo⸗ 
SES | un rt 
garithmen der Verhaͤltniſß 8 &c. an, 
zuſehen ſind, wenn einmal! zum Maaße der als einfach be⸗ 
trachteten Verhaͤltniß n: m angenommen worden ifl. Bey 
der logarithmiſchen Linie z. E. deren Gleichung y — c* 
(Anal. 213 II.) für die Grundverhaͤltniß c: 1 iſt, wer⸗ 
den die Derbältniffe oder Zahlen in einer geometriſchen 
Reihe der Ordinaten c*, die Logarithmen bingegen in 
einer arithmetiſchen Reihe der Abſeiſſen x vorgeſtellt. 
Die Verbindung beyder Reihen giebt hier ein logarithmi⸗ 
ſches Syſtem, deſſen Model die beſtaͤndige Subtan⸗ 
gente — der logarithmiſchenbinie, und c die Baſis iſt; denn 
dasjenige Glied der geometriſchen Reihe, oder die Zahl, zu 
welcher der Logarithme 1 gehoͤret, wird die Baſis oder das 
Fundamentalglied des Syſtems genennt, weil dadurch 
beſtimmt wird, was für Logarithmen zu den Verhaͤltniſſen 
oder Zahlen gehoͤren. Die Verhaͤltniß eines ſolchen Funda⸗ 
mentalgliedes zur Einheit, wird vom Coteſius die Modu⸗ 
tar verhaͤltniß genennt. Sie iff mit derjenigen Verhaͤlt⸗ 
niß, deren Logarithme dem Model des Syſtems gleich iſt, 
einerley; und dieſe ift für jedes Syſtem eine und eben bie» 
ſelbe, alfo eine beftändige Verhoͤltniß. 
Diͤeſe Elementarbegriffe, die groͤßtentheils aus den An⸗ 
- faugégrünben bekannt find, muß man bey Betrachtung und 
Behandlung der Logarithmen immer gegenwärtig haben. 


, 1 1 8. 
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118. Ouf. 6. Weil BPMD = Log. (CP: CB) 

(114) fo iff PpmM = cl. Log. (CP: CE) SPM. Pp 

BK elem. CP 
CP 


d. i Hit K ee 
aß y: ax 


wenn Pp=e gefe&t wird. Alſo ift die Summe aller 


dieſer Elemente, oder N . i. Log. (CP: CB) — 
X 
a G. fin. k (T E— t Kees? » «) [111] oder BK. 


rem 2 : = x? 
Lett — 
man 2 Model BK ober 8. fin. k = M ſetzt. Das 


Element des Logarithmen einer Größe ift alfo dem 
Elemente dieſer Groͤße, durch die Große ſelbſt dis 


vidirt, gleich; folglich Elem. log. y = = ; Elem. 


L 25 n 


3 


e e : 
162 ＋ 2) des x und umgekehrt: tere 


log. y; 3 = — log. x leg. (hs Eu 
= log. (a +2); mo e immer das Puis: der im Die 


viſor KE veraͤnderlichen Groͤße bedeutet; und 


alſo (67. u. 87. Er. p^ E? ergänzt wird. Wenn 
alſo el. log. (CP: CB) = —— s Pp, fo ift Pp: CP S el. 


Log. (CP: CB): BR, Sen zu Erfindung bes Models 
M — BK gebraucht werden kann. 


119. Ouf. 7. Den Raum BPMD in den beyden 
Axen a, c, der perbel auszudruͤcken, ſetze man BK 


a? c? 
oder M — MP ce fin. k (114) fo kommt El. BPMD 
G oder 
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Pp -a2+c? el. C? 
V. „ „ ^ I am D k — 3 
MEM Pp d. i. BK Ch 15 in: exc) 
wo CP als eine Zahl anzuſehen ift, Nimmt man nun 
für ſelbige CB = a zur Einheit an: fo giebt die Summe 


eb si pP | CP 
aller "EE ober £ (Gp) im Logarithmen von (75, 
| |f afe CP 
(118) woraus BPMD — pte. fin. k. Log. — folgt. 
16 CB 


Für die gleich ſeitige ober rechtwinklichte Hyper bel, 
wäre fin. K = 15 a Se; und die aſymptotiſche Släche 
. a CP a? * ＋ x 

BPMD zz *' log. CB ==) 8 log. ( x ) 
DCM, dem zugehörigen hyperboliſchen Ausſchnitte. 


Fuͤr x — o, wird die gefundene Flaͤche — = log. — 


St log. 1. verſchwinden, weil loo. 1 2 o, bof alfo 
hier keine Conſtans weiter hinzu zuthun ift. 


120. Ouf. 8. Wenn man in dem Verhaͤlkniſſe CP: 
CB; CB oder = r ſetzt, (o kann C jede poſitive, 
ganze oder gebrochene Zahl vorfiellem, weil CP auch klei⸗ 
ner als CB angenommen, alſo aud) BP — — x werden 
kann. Alsdenn wird BPMD = log. (CP: 1) = log. 
CP =1(ı+x) unb | 

Log. (+) — M (x — x^ Ix? AX) 
(111) Fuͤr ein negatives BP, zwiſchen B und C, darf 
man nur in die vorhergehende Reihe — x Gart + x ſetzen, 
oder die ungeraden Potenzen von x mit entgegen geſetz⸗ 
ten Zeichen ſchreiben, ſo kommt 


Log. 
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Log. (1 — & M (-- x —1x* — ix 

— . . ) alfo negativ, wie es für einen Bruch ſeyn muß. 
Hier nun wird, weil Log. 1 = o; in beyden Fällen, für 
Xx o, auch log. (1 TX); 1 (1— D wie die dieſen 
Logarithmen zugehoͤrigen Reihen, gleich Null, daß alfo 
beyde Reihen, ohne Zuthuung einer beſtaͤndigen Groͤße, 


vollſtändig find. Setzt man bier * = — fo kommt 


NA | 
9 j — , * = M ( a — €— 
oder Log. ee M(+ m e 
| | az z* 
+ = —,,, 
i 
und 0g. ( ＋ 2) = Log. * EM (+ ee 


121, Ouf. 9. Wenn in einer Hyperbel der Model 
M — geſetzt wird, fo werden bie aſymptotiſchen Raͤume, 
die fid) auf dieſen Model beziehen, natuͤrliche Logarith⸗ 
men der anliegenden Berhältniffe (denn die Vorausſetzung 
von M — r iſt unter allen die einfachſte und natuͤr⸗ 
lichſte) auch hyperboliſche Logarithmen genennt; nicht 
deswegen als ob nur das natuͤrliche, nicht auch die an⸗ 
dern logarithmiſchen Syſteme, ſich durch die Hyperbel 
darſtellen ließen, ſondern weil die natürlichen Logarith⸗ 
men mit der Quadratur der Hyperbel zufammenhäns 
gen. In dem Verſtande iff BPMD der natuͤrliche Loga⸗ 

rithme der Verhaͤltniß C P: 1 oder (1 TX): 1 oder der 
Zahl 1 Tx; alfo BPMD oder X 
Log. hyp. (t 4x) = xcix? + 4 X AX 4 Der 


G 2 und 


H 
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und eben ſo | 
Log. hyp. (1— *) — — (ix^ +78’ TAX. ) 

und 

e x3 


. - x 
Log. hyp. (a ＋ 30 = log. a d bcm 


2a” .3a* 


Ge da ` x 
aM e e „ — log. * + Le Ee * +... 
44 «T zx 12a 


wie daraus erhellet, wenn man wirklich divi⸗ 


2 
x? á 
dirt, —— zu dem Quotienten addirt, unb bas Res 
12 4 


ſultat davon, mit den erſten Gliedern des vorigen Wer⸗ 
thes vergleicht. Verlangt man nur wenige Decimalen 
des Logarithmen, nur die erſtern genau, fo werden Pie, 


ſchon 


X 


aix 


felben aus Log. hyp. (a+x) — log. a + 


hinlänglich berichtiget. 


Die natuͤrlichen Logarithmen pflegt man insgemein 
aud) Mepperiſche Logarithmen zu nennen, wiewohl 
dieſe mit jenen nicht völlig überein kommen; worüber man 
Hr. Karſten in feinem vortrefflichen Lehrbegriffe der 
geſammten Mathematik 2. Theil S. 146. 147. nach⸗ 

leſen kann. ; 


122. Ouf. 10. Die aſymptotiſchen Räume hingegen, 
für welche der Model M größer oder kleiner als 1 anges 
nommen wird, geben die kuͤnſtlichen Logarithmen; und 
obzwar die Syſteme dieſer Logarithmen fo verſchieden, als 
die Hyperbeln ſelbſt gegen einander ſeyn koͤnnen: fo laſſen 
fie ſich doch alle in einer und eben berfeiben Hyperbel bor, 
ſtellen, nach der verſchiedenen Benennung, die man dem 

N Model 
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Model oder dem eingeſchriebenen Parallelogramme giebt. 
Die gewöhnlichen Briggiſchen Logarithmen der berech⸗ 
neten Tafeln gehoͤren zu den kuͤnſtlichen; denn da man 
gleich anfangs die Logarithmen blos zu Abkuͤrzung der 
beſchwerlichſten arithmetiſchen Operationen brauchte; fo 
fand man die berechneten Nepperiſchen nicht bequem 
genug dazu, deswegen verfertigte Brigge, auf Neppers 
Anrathen, ein anderes Syſtem, von der Grund⸗Ver⸗ 
haͤltniß ro: 1, welches mit der eingeführten Decimals 
Eintheilung der Zahlen beſſer harmonirt als die uͤbrigen. 
Seitdem man aber, auſſer dieſem Vortheile, die loga⸗ 
rithmiſchen Groͤßen auch ſelbſt zu brauchen genoͤthiget 
worden iſt, indem viele Aufgaben gerade zu darauf fuͤh⸗ 
ren: fo haben die hyperboliſchen oder natürlichen Loga⸗ 
rithmen nun angefangen unentbehrlich zu werden. 


123. Juſ. 11. Von A, dem Scheitel der rechtwink⸗ 
lichten Hyperbel GA MN (Fig. 24.) [denn das natuͤr⸗ 
liche Logarithmen⸗Syſtem laͤßt ſich unter allen Hyperbeln 


in der rechtwinklichten am deutlichſten darſtellen] fälle ` 


man auf dle Aſymptote C O, ben Perpendikel AB — 1; 
fo iſt CB — CI ABS r, die Seite ber Syperbel⸗ 
potens B AIC, die hier zugleich den Model M = ı ab» 
giebt. Wuͤßte man nun BP — x fo zu beſtimmen, daß 
ABPM = BAlC=M= ı würde: fo wäre die Ab⸗ 


CP 
fcfe CP, und mit ihr die Zahl cg SE? tx, oder die⸗ 


jenige Zahl, zu welcher die aſymptotiſche Fläche ABP M 
— 1, als Logarithme gehörte, und alfo die Baſis oder 
das Fundamentalglied (1 17.) des natürlichen Loga⸗ 
rithmenſyſtems gefunden, auf welchem die Beſchaffen⸗ 


— 


heit und Einrichtung des ganzen Syſtems beruhet. Man 


fege Log. (1 T*): 1 , ſo iſt (120) 
G 3 L 


I 
s 


12 Von den natürlichen 

i LMG alſo durch 
Umkehrung dieſer Reihe (Alg. 690. feqq.) 

Pu i 1 g L» bs 

UM 1.2 M“ 1.2.3 Mä Läit 

folglich iſt | SCH 

! L E^ L= 

* "au — 2 ＋ —— 

TREE ( τ NM 1. 2. M? ^ 1.2.3. M 


4 ' 


12 . NM: , die Verhäftmißi, deren Sogar 
rithme L ift, und für den angenommenen Fall, d. i. für 


GC natürliche $ogaritgmen« Snftem, in welchem L — 
| | 


ee. E 

1. 2 1.2.3 1. 2. 3. 4 

PUR ON | 
1.2.3: 4. 5 

Verhaͤltniß dieſer Zahl, oder ber Baſis zur Einheit, oder 

2, 718281828 ....: r, d. i. 1: o, 367879444. 


giebt das Modularverhaͤltniß (117.) des natürlichen 
Logarithmen⸗Syſtems. 


S2, 71828182845 90452. bie 


. 124. Aufg. 22. Den natürlichen Logarithmen 
einer Fahl, die kleiner ift als 2. zu finden. 


Aufl. In eine ber beyden Reihen (121) für Log. 
(1+x); Log. (1) ſubſtituire man in x einen ſolchen 
Werth, daß 1 7x, oder 1 — x, der gegebenen Zahl, deſ⸗ 
fen Logarithmen man ſucht, gleich fep, fo giebt die Sum⸗ 
me einer betraͤchtlichen Anzahl von Gliedern, den Loga⸗ 
rithmen um fo genauer, je kleiner x gegen ı iſt; denn 

| wenn 
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enn die Reihen (121) convergiren ſollen, ſo muß 
2, alfo r--x 2 ſeyn. Dies rechtfertige die Ein⸗ 
hraͤnkung des Cafes, 


125. Exemp. Fuͤr den Sogaricömen des Berhälte 
niffes 4: 3, oder $: 15 d. i. der Zahl $ máre, Eu 3 ge 
“st, Log. (1 ＋ Y ober 


Log. 4 — Ss I A dE 1 " 
Ch ed 1.3 SE E SC : 

1 1 I 1 
— — wm sra qr 2 — , CHE D H 


Man loͤſe alſo X in einen Decimalbruch auf, und dia 
vidire ihn mit 3, den Quotienten wieder mit 3, und fo 
weiter fort, nach dem man viel oder wenig Glieder fimo 
miren will: fo geben die, auf fo eine Art gefundenen Jade 
len, in ihrer Ordnung mit 1; 25 35 45 ꝛc. dividirt, die 
einzelnen Glieder ber Reihe und ihre aigebraifche Summe 
den geſuchten Logarithmen. Nun iſt 


> 


ACE 
0333333333. A oder 0, 333333333 = 7A 3 
I I 
337 O, 111111111. B und 0,055555555 = 3 
4 
—5:09,931037037.. C 0, 12345679 C = Es 
Y : I 
SUFDETMINTS. Esp 0, 003086419 —4 D "YT 
= 004115226..=E o, 000823045 = 1 I= 
ER 
KE 35 


104... Bon ben natürlichen 
i js —0,001371742..— F unb o, 000228623 =} F=- 


3 \ 


7.3" 
1 | ! g 
55 - 0,000o1gog1— H ue 
D f : 
» 5=0,000050805..= l - 0,000005645 — 1 inis 
: v. | i I 
>=, 000016935. .— - 0,000001693 8 RT 
L. , 
I : " 
-,,7:0,000005645..—L - e - 
3 ; 3 
„I : 
— =0,000001881..=M - o,060000161—LM-— 
E 12.3'* 


alfo AE C+ZE+3 G+5 I+ jr L— GB+1D+!F 
+: H+3; KT 12 Wi = Log. 3 o, 2876820. 34 
bis auf 7. Deeimalftellen vollkommen genau. Dieſer 
Logarithme negativ genommen, wäre der Logarithme des 
Verhaͤltniſſes 3: 4 oder 2: 1 oder der Zahl 3. 


Eben fo fáme x = 1 in Log. (1 — x) ſubſtituiret, 
Log. (I —X) ober f 


ba 


3 Piu I 
Log. 2=— (14 — — RE — 
Log. 5 (4 amt 3.3? + 4.3* t 35 
+...)= —(ATIBARICAID. RLM)- 
, 405 465.038 — Log. (2: 3) Dieſer Logarlthme 
poſitiv genommen, wäre der Logarithme des Verhaͤlt⸗ 
niſſes 3: 2 oder 2: 1, d. i. der fogarit9me der Zahl 3, 


un 


n 
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In beyden Reihen muß man hier viel Glieder berech⸗ 
nen, wenn man den Logarithmen auf wenige Decimalen 
genau haben will; und die Logarithmen der Zahlen uͤber 2. 
findet man durch ſie gar nicht, weil die Reihen alsdenn 
divergiren. Dieſer Unbequemlichkeit wird durch nachſte⸗ 
hende Aufgabe mit ihren Zuſaͤtzen abgeholfen. 


126. Aufg. 23. Die natuͤrlichen Logarithmen 
der Zahlen von 1 bis Yo; durch eine Reihe zu fin⸗ 


den, die geſchwinder convergirt als die ira vo⸗ 
rigen. 


Aufl. Weil (120) Log. eil = M e m 


x? Lo 


..) und Log. „„ 


2a” e 
LG See Eer ie ms e 

2a” 3 

N x? x’ 

oder L e» Sab 2M CS T t PE 
ed ubi für c ; | : 

1＋ * Kë ee x 

LH) = aue e a 


allgemein für jedes Ee, Für das Be ift 
auch M — r alfo 


LC) STEE AË 


5 85 Nun 
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| 


Nun fen —.— - n, einer willkuͤhrlichen ganzen 
Zahl, deren Logarithmen man ſucht, fo ift x — Eet, 


ein eigentlicher Bruch, und bie Reihe ſuͤr L 9 


deren Glieder von zween zu zween Graden ſteigen, wird 
um ſo ſchneller convergiren, je kleineren iſt, und ſo kann 
man den Logarithmen jeder gegebenen ganzen Zahl n, aus 


TR 
1 ) allemal unmittelbar finden, weil die Reihe 
1— * 


dafur niemals bibergl:t fo groß auch n ift. 


x I e rx. E AN gi Ls 
Sütx- , máre zu „ fo wie für 
EE m urs Geet 


ı$x 24 1 
ced alfo in beyden 


i 
= —— di [ 
x 2 bie Zah : 


D 
X 2I1— A 


Faͤllen ein Afterbrisch, wo ble Reihe fuͤr ein größeres n | 


‚ fid) fehneller nähere. Dieſes dient, die Logarithmen fols 


cher Bruͤche durch Reihen zu finden, die fehr ſchnell cone 
vergiren, aus denen man nachher die Logarithmen gröfe 
ſerer Zahlen geſchwind haben kann. Man ſetze z. E. 


Xx ; An 53 rp fo giebt die Reihe für Log. € - 3 


1— 


die Logarithmen von 25 2; 25 25 viel geſchwinder als die 

beyden Reihen in ( 125) und fo findet man aus dieſen 

Hoaarithmen unzählig andere. Wenn alfo 

[125] | 
fh Log. 
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Log. 3= 9, 2231435. «Log. 270, 1541506. 
ſo iſt | 


Log. Nat. 1 — o, 00000. occoo 00000 00000 
doc = Log. 1. 

Log.2--Log.$ — o, 69374 71805 59945 30941 
72321 = Log. 2, 

Log. 3 ＋ Log. 2= 1, e9861 22886 68109 69139 
52454 Log. 3. 

2 Log. 2 zt, 38629 43611 19890 61883 
44642 = Log. 4. 

Log. 4 4 Log.4- 1, 60943 79124 34100 37460 
57593 = Log. 5. 

Log. 2 ＋ Log. 5 — 1, 79175 94692 28055 o 
24173 — Log. 6. 

Log, 3 ＋ Log.6— 1, 94591 01490 55313 30510 
54639 = Log. 7. 


3 Log. a — 2, 07944 15416 79835 92825 
16964 = Log. 8. 
2Log 3 = 2, 19722 45773 36219 38279 


| 04905 = Log. a 
Log. 2 +Log.5 = 2, 30258 50929 94045 68401 

79914 — Log. ro. 
Die $egatitbmen dieſer Zahlen, fo. weit berechnet, find. 


aus Hrn. Vulers lotrod. ad Anal. infin. P. I. $. 123. 
genommen, : ; 


127. Ouf. 1. Auf dieſe Art kann man die Logarith⸗ 
men aller Zahlen, ſelbſt der Primzahlen, immer ſo ge⸗ 
nau finden, als es die vorhabende Abſicht verlangt. Man 
kann auch hierzu die bereits gefundenen Logarithmen mit 
Vortheil gebrauchen. Denn wenn man den Logarithmen 


von 
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von * hat, fo findet man hieraus (120) den natürlichen 


x = 
L (e 3- x) —- Log a — — - = : 


— n — — 


-- ..». 
24^ 3% 4 


oder, wenn ſich dieſe Reihe noch zu langſam naͤhert, 


L L x3 x! gë 

L = (a—3) 2C e 
128. Exemp. Für a—10; x = 1, waͤre der Prim⸗ 

zahl 11 Logarithme, oder 


2 
B Log. (io — —— 
og.(1ro 4-1) = Log.( 97 7 ot id T WT 
2 
T - en Do 
7.107 | 
Log. 9 = 2, 197224577336219382560 . - - 
= = 9, 55 00 : 
Li 666666666666666666 . .. . 
ER 10? | 
2 5 4000000000000000 ER 
5. 10 e 
Bc ag ] 
— 1 SR. jun 
7. 167 | 28571428571428 
4 ö 
=> 222222222222 .. 
9. IO 
A = 1818 
Ir. 10 — 181818 D 2 * a 
2 ES $ ; 
13. ro? "- 15384 15 Io 


Log. 
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2 : 

iso" = 121333. eat 
2 p : 

17.19" = 11765 
2 i e 

19.10» = ZO» ste 


alfo Log. Nat. 11, — 2, 3978952727983705438.28 . .. 


128. Ouf. 2. Hyperboliſche (121) oder natürliche 
Logarithmen aller Zahlen von 1 bis 100; ingleichen 
der Zahlen von 1 bis 10, nach allen 100ten Theilen, 
findet man bis auf 7. Decimalſtellen berechnet, in des 
großen Berliner Geometrae Hrn. Lamberts Zufägen 
zu den logar. und trigon. Tabellen Tab. 13. 15. Die er. 
ſtere Tafel hat Herr Lambert ſelbſt, die letztere der Eng⸗ 
laͤnder Simpſon berechnet, und kann ſelbige nach Hrn. 
Lamberts Erinnerung zugleich als eine Logarithmen Tas 
fel der Zahlen von 100. bis 1000, gebraucht werden, 
wenn man zu den Simpſon. Logarithmen den Log. 100 
D 4, 6051702 addirt, fo ift z. E. Log. 2, 91 4- 4, 
6051702 z Log. 291. 


129. Zuſ. 3. Durch Hülfe dieſer Tafeln kann man 
auch die Logarithmen ſolcher Zahlen finden die zwiſchen 
zwo naͤchſt auf einander folgende ganze Zahlen fallen, und 
dabey die erſte Formel (127) gebrauchen. Denn weil 


x? 


2 


X x? 
: c 20 3a 
X 2 | 


X 
zii + 13 Be (121) fo ift i ſchon hinlaͤnglich 
5 L (a x) 
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X 
L (aT La re jufe&en, wenn man den fos 
garithmen der Zahl nur in wenigen Decimalen verlangt. 
Geſetzt man wollte den Logarithmen von 3, 1415926. 
dem berechneten Umfange des Kreifes, ſuchen: fo nehme 
man aus der 15. Tabelle den Logarithmen von 3, 143 
fo iff alsdenn a = 3, 14; x o, 0015926; unbix—o, 
8 , 0159265 

í 96 ailo- ZZ nl o 
0007963, alfo I S 90005071 
und hierzu Log. 3, 14 = 1, 144227 aus der Tafel ab» 
birt, fommt Log. 3, 1415926 = 1, 1447298 .. für 
Sieg Decimalen genau. 


130. Aufg. 24. Die Zahl zu finden, die einem 
gegebenen hyperboliſchen Logarithmen zugehoͤrt. 


Aufl. Weil Log. hyp. (a 4-x) = log. a + £u 


42 1 ZK 


Dese fo ift log. (a x) — log. a = ce 9, der 
e * X 


See 

Differenz beyder Logarithmen, und x — Er CC Nun 

' e 1 — 2 d 
kann man die Zahl, die dem gegebenen Logarithmen zus 
gehört, immer als eine zweytheilige Zahl a - x anſehen, 
von welcher man den erſten Thell e ſogleich haben kann, 
indem man fuͤr log. & denjenigen Logarithmen aus der 
Tafel nimmt, der dem log. (z T x) am nächſten kommt. 
Bender Differenz giebt J; und fo findet man a X zu 
s ad 4 (14290 ., 
SE u E Iſt ber gegebene Loga⸗ 


rithme, ohne Ruͤckſicht auf das vorſtehende Zeichen, orët 
ſer als log. 10; ſo addirt oder ſubtrahirt man den Loga. 
rithmen 
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richmen von 10, ſo oft, bis die Summe oder der Reſt 
kleiner iſt als log. ro, und erniedrigt oder erhoht ſedenn 
die Ziffern der gefundenen Zahl «+ X, auf fo viel Deci⸗ 
malſtellen, fo vielmal man anfänglich für den gegebenen 
negativen oder poſitiven Logarithmen, den Logarithmen 
von 10 dazu addirt, oder davon ſubtrahirt gehabt hat. 


131. Expl. Es fey der gegebene Logarſthme = A 
8546510, fo ziehe man zuförberft hlervon 2 log. 10 , 
6051702 ab, und ſetze den Reſt | 


DAS 0,2494608 S log. (a+ x) 
Nun iſt log. 1,28 = 0, 2468600 Camb. T.15.)=log,.a; 
alfo a — 1,28; und o, 0026008 = (a 4x) —lazc 


und o, 0013004 —1 A 


unb 1— 4 lu 0, 9986996; 


„ 40 , 003329024 5 
Folglich — = — r 0,003 S. . X 
Gel 1—iÀ  0,9985996 333335 l 


wo alle Zahlen, bis auf dle letztere, zuverlaͤßig find. 
Hieraus bekommt man a 4- x — t, 2833323. oder die 
Zahl, die dem Logarithmen o, 2494608 zugehoͤrt; unb 
128, 33333 . . . für die Zahl des gegebenen Logarith⸗ 
men 4, 605 1702. [130] 


132. Ouf. Insgemein kann man mit dieſer Regel 
zufrieden ſeyn, zumal wenn man die Zahl nicht auf viele 
Decimalſtellen genau verlangt. Man bedient ſich aber 
auch hierbey ſehr oft folgender Reihe 

le Bde)? le)? (% 

2zxy(UE T 4 i. + aa 2 T Cd 


1. 2 1. 2.3. 1.2.8.4. 


a | Hier 


| 
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Hier bedeutet 2 die zu ſuchende Zahl des gegebenen Joe 23 
vy die Zahl desjenigen Logarithmen der Tafel, der dem fos 
garithmen von 2 am naͤchſten kommt. Beyder Differenz, 
oder 12 — ly giebt 2, und die Reihe wird um ſo ſchnel⸗ 
ler convergiren, je klelner 2 iſt. Fuͤr le muß man hier 
immer den natürlichen Logarithmen der Balis des logas 
rithmiſchen Syſtems nehmen, zu welchem log. 2 gehört. 
Für hyperboliſche Logarithmen ift alſo 16 — 15 für das 
Briggiſche Syſtem hingegen le — log. hyp. 10 — 2, 
3025. Fuͤr. log. hyp. 2 = 0, 2494608 wäre log. 
y o, 2468600 und y — r, 28 alſo log. z — log. y 
oder d So, 0036008 dieſes giebt ſoda nn z — 1, 28 * 
(14 0,0026008:T0, 0000033820-Fo, o00c0000294-..) 
— 1, 2833333. 54 alfo die geſuchte Zahl nicht genauer 
wie vorhin (131) weil log. 2 wenig Decimalſtellen gehabt 
hat, und man auch nicht immer] y, und folglich auch 
Iz — ly in vielen Decimalftellen aus den Tafeln nehmen 
kann, wenn auch ſchon 12 fee weit und genau gegeben 
waͤre. | 


133. Aufg. 24. Aus dem gegebenen natürlichen 
Logarithmen L einer Zahl, den kuͤnſtlichen Loga⸗ 
rítbmen 1 eben derſelben Zahl eines andern Syſtems, 
deſſen Model m ſeyn ſoll, zu finden, 


Aufl. Weil (126) log. ee Wës sie, 
x’ 

; 5 i 
| E 
liche Syſtem, Log. p) oder L — 2 (x+ — 
ES 3 


miis : 
(xt ES * . alfo für m , ober für das natuͤr⸗ 


x’ , 
+) fo ift L:l= 2: 2m 1: m, und es verbal. 


ten ſich die Logarithmen einer Zahl aus verſchiede⸗ 
nen 
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nen Syſtemen, wie ihre Modeln (1 15.) auch iſt 

— mL, oder, der kuͤnſtliche Logarithme (122) einer 
Fahl kommt heraus, wenn man den natürlichen 
Logarithmen eben derſelben Fahl mit dem Model 
des kuͤnſtlichen Syſtems multiplicirt. Weil nun die 


Reihe für Log. (Ene) fid) allemal nähert, (126) wie 


groß auch die Zahl LM ift, fo wird hierdurch die Be⸗ 


denklichkeit gehoben, die Herr Hofrath Vaͤſtnern (An. 
229.) veranlaſſet hat, dieſen Satz aus andern Gruͤnden 
herzuleiten (227. 228.) als diejenigen find, deren man 
ſich insgemein zu bedienen pflegt. 


134. Exemp. In dem Briggiſchen Syſteme iſt 
10; die Balis, alſo (117) Log. Brigg. ro — r, Um 
nun den Briggiſchen Logarithmen einer Zahl, aus dem 
gegebenen natürlichen Logarithmen derſelben Zahl, zu 
finden, darf man nur ſuchen, was man in 133 Datt m 
ſetzen muͤſſe, daß log. ro = ı werde. Da nun 1 — mL, 
das ift hier, log. Brigg. 10 = m. Log. Nat. 10. fo ift 

Log. Brigg. 10 I 
nz ———————— I 

Log. Nat. 10 2, 3025850. 
wirklich dividirt, m — o, 434294481.. ber Model 
bes Briggiſchen Syſtems, womit man alfo den natuͤr⸗ 
lichen Logarithmen einer Zahl multipliciren muß, (133) 
um den Briggiſchen Logarithmen derſelben Zahl, wie ſol. 
cher in den gewöhnlichen Tübellen ſteht, zu finden. Eben 
fo fände man den natuͤrlichen Logarithmen einer Zahl, 
aus dem Briggiſchen, wenn man dieſen mit bem Duos 


tienten 


oder, wenn man 


ae ober mit bet Zahl 2, 3015850 di 


multiplicirte. | | 
A | 135: 
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: à 477 
135. Juſ. Ueberhaupt, wenn die Modeln m, m 
zweener Syſteme gegeben ſind, ſo findet man aus einem 
gegebenen Logarithmen! des einen Syſtems, den zugehö. 
rigen Logarithmen! derſelben Zahl, in dem andern € 
ſteme ſogleich, wenn man den gegebenen Logarithmen l 
m' E ed 
mit dem Quotienten 7 multiplicirt; und ſo iſt! —— 
e P n 


Im 8 
und eben fo 1 — n wenn L m und U in zuſammen ges 
hoͤrige Größen bezeichnen. 


136. Anm. Was bisher von den natürlichen Loga⸗ 
rithmen geſagt worden iſt, kann hinlaͤnglich ſeyn, ſich einen 
deutlichen Begriff von dieſem Syſteme zu machen, ans wel⸗ 
chem die andern alle hergeleitet werden koͤnnen, (135) und 
das man genau verſtehen muß, wenn man in dem bóbern 
Calculo, beſonders bey den Exponentialgroͤßen, gut 
fortkommen will. Herr Hauſen, dem man hier groͤßten⸗ 
theils gefolgt iſt, hat hiervon Arithm. Prop. XX VII. und 
Sect, Con. Prop. L. fo wie, nach ihm, Herr Karſten 
Math. Subl. Sect. XXI. ſehr ausfuhrlich und ſchoͤn gebanz 
delt und zugleich den Zufammenbang der Hyperbel mit 
der logarithmiſchen Emie (Hal p. 281, 9.) und wie 
dieſe aus jener hergeleitet werden kann, erklaͤrt. Die loga⸗ 
rithmiſche Linie wird auch die Quadratrix der Hyperbel 
genennt, in fo fern fic zeigen laßt, daß die Quadratur der 
letztern von jener abhaͤngt. N 


137. Die im vorhergehenden gezeigte Methode, krumme 
Linien zu quadriren, erſtreckt fib übrigens nicht nur auf 
algebraiſche Linien, ſondern ſie laͤßt ſich eben ſo leicht 
auf tranſcendentiſche anwenden, wie ich in einigen Bey⸗ 
ſpielen noch zeigen will, bey denen man zugleich ſehen wird, 
wie viel öfters die Betrachtung der Figur, oder auch der für 

? Á bie 
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die Linie gegebenen Gleichung, darzu beytraͤgt, die Rech⸗ 
nung abzukürzen, und die dabey vorfallenden Schwierigkei⸗ 
ten zu erleichtern. 


138. Aufg. 25. Die Sie der gemeinen Cy⸗ 
cloide AFB A (Fig. 250 zu quadriren. | 


Aufl. Für den Halbmeffer AC — r, iſt Ad B, oder 
des beſchreibenden Kreiſes (circuli generatoris) halbe 
Peripherie — Pr — BF, und dieſes Kreiſes Innhalt 
oder O Pr. Nun nehme man Ad — B2; Ae Be 
Ag = By; u. ſ w. ſo find nach der bekannten Eigen. 
ſchaft der Cycloide, die Kreißbogen oder Abſeiſſen (x) 
Ad; Aes Ag; Ay: As; Ad; &c. ben zugehörigen 
Ordinaten (y) db; ek; g 55 ; ex; à &c. gleich, oder 
x — y; (Alg. 610.) fo daß dh 429 ek4- £z — gf 
+y9... = AddB- BF — Pr; alſs befländig unb 
unveraͤnderlich. Stellt man fid nun in der Cyeloiden⸗ 
flaͤche A FB A unendlich viel Ordinaten neben einander 
vor, die durchgaͤngig um die unendlich kleine Diſtanz 
DE Se, von einander abſtehen: fo ift ihre Summe of» 


fenbar =, fo vielmahl námfid) e in dem Durchmefs 
ed | 

fer AB — 2r enthalten ſeyn kann; alſo die Menge aller 

wie db, 2 u. f. w. zuſammen gehörigen Paare = — der 


Halfte von voriger Summe. Die Summe nun zwee. 
ner ſolchen Ordinaten, in die gemeinſchaftliche Bain e 
multipicitt, giebt ein unendlich kleines Rechteck, wie 
e (db) — e.BF e e Pr, welchem die übrigen, 
auf gleiche Art beſtimmten, unendlich kleinen Rechtecke, 
durchgehends gleich ſind, indem aue BF zur Höhe, e zur 
Grundlinie haben. Das Product alfo von ef: in die 

H 2 Summe 


m 
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Summe = aller Paare, oder ePr T giebt die SI 


che AFBd A — Pr? C, dem beſchreibenden Kreiſe. 
Folglich it AFBÓdA-F Ad2BA— C4 1C—2C— 
AFB A, der halben Cycloide; und 2 AF BA, oder die 
ganze Cycloide = 3 C, d. i. dreyen beſchreibenden 
Kreiſen gleich. 


139. Zut Fuͤr Ad = u; AD— x; Db — y; 
Ac rz; ift, weil Db—db--Dd — Ad-- Dd; fa 


dann y=u+ f2rx— xx, eine andere Gleichung ber 
Cycloide, in welcher die Abfeiffen, wie gewoͤhnlich, auf 
einer geraden Linie AB, nicht auf dem Umfange des bes 
ſchreibenden Kreiſes, genommen werden, die aber dem⸗ 
ohngeachtet tranſeendentiſch bleibt, weil u einen Cirkel⸗ 
bogen bezeichnet. Wollte man nun hier die Quadratur 
der Cycloide aus dem Flaͤchen⸗ Elemente ey — e 


(u T Varx— x) ſuchen, fo müßte man zuvor den 
Bogen u in x ausdrucken, weil fid) e auf x bezieht, und 
alsdenn wie gewoͤhnlich verfahren. Die Vergleichung 
dieſes Verfahrens und der vorhergehenden Methode, wird 
zeigen, daß die erſtere weit kuͤrzer ſey als die letztere. 


140. Aufg. 26. Die archimedeiſche Spirale, 
CMBAC (Sig. 26.) zu quadriren. 

Aufl. Wenn CM — y; der Kreisbogen AP — x; 
ber Kreißumfang APp A=pund ACS CF = r 8% 
frét wrd, foift p:x—r:y oder) S e die Gleis 


chung für bie Archimedeiſche Spirale (Alg. 580.) in 
welcher bie Ordinaten alle aus einem Puncte C gehen, 
den man den Pol krummen Knie zu nennen pflegt. 
So wie es hier verſchiedene Theile der Spirallinie, nach 
den 
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den verſchiedenen Umlaͤufen des Halbmeſſers um den 
Pol C giebt (Alg. 594.) fo heißt auch der zwiſchen dem 
Halbmeſſer CA und der krummen Linie C MBA enthal⸗ 
tene Raum OM B AC, die erſte Flaͤche, unb das, zwi. 
ſchen dem Halbmeſſer CA, der krummen Linie C MBA 
2M 3B 2 A und ber Verlängerung A2 A des Halbmeſſers 
begraͤnzte Stuͤck CA z M2 B2 AA, die zweyte Flaͤche; 
die dritte Släche fängt fid) an der Graͤnze A2 A an, 
und endigt fi mit 2 A3 A; (Fig. 27.) und fo bey den 
uͤbrigen, der Menge nach, unzaͤhligen Flaͤchen, weil ſich 
der Halbmeſſer OA durch Anfegung von A2 A; 2 A3 A; 
3A 4A. . 2 CA ohne Ende verlängern läßt. e 


Nun ſey (Fig. 26.) C MC die veränderliche erſte, 
der Abſciſſe x — AP zugehörige Fläche, fo fällt CM m, 
oder das Element dieſer veraͤnderlichen Flaͤche, zwi⸗ 
ſchen zween aͤhnliche Ausſchnitte von Kreiſen, die CM, 
Om zu Halbmeſſern haben, fo daß man, weil hier der 
Winkel M Cim, und alfo der Bogen Mm unendlich klein 
angenommen wird, dieſes CMm — CM. MR ſetzen 
kann, weil die Halbmeſſer CM, Om weniger als jede 
angebliche endliche Größe beträgt, von einander unfer» 
ſchieden find. Der Abſelſſe AP Element d. i. P p, nenne 
man e, ſo geben die aͤhnlichen Sectoren beyder Kreiſe, 

€ 


CP (9: Pp(c) - CM (y: MR — I, dei CM 


MR = I. es für das Flaͤchen⸗ Element der 
21 2 p 
; 3 
Archimedeiſchen Spirale, und (66) 2 ober 


3 A 
— für die veraͤnderliche Slaͤche CMC ſelbſt, ohne 


daß weiter etwas zu addiren, oder zu ſubtrahiren noͤthig 
EN. mem wäre, 
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wäre, weil der gefundene Werth der Flaͤche, fuͤr x — o 
oder y — o verſchwindet (85.) 


141, Ouf. 1. Fuͤr x — p, verwandelt fid) der Kreiß- 
bogen AP in ben ganzen Umfang bes Kreifes, und CM C, 


\ rx3 ? - 
oder —— wird nun für die ganze erſte Siäche C MB 


= H pez folglich ſich ju bcm Kreiſe APp A wie z pr: 
2 pr over, wie 1: 3 verhalten; alſo nur J von dem 
Kreiſe ſeyn, in welchen die Spiralſinie beſchrieben iſt. 


Eben fo findet man die Flache für ein x das kleiner 
als pift. Im folgenden wird auch gezeigt werden, wle 
man fuͤr ein x das gröffer (jt als p, die zugehörigen Flaͤ. 
chen berechnen muͤſſe. 


142. Ouf. 2. Wenn man fid) die Erzeugung der 
Spirale, durch einen Punct (wie Alg. $92) vorſtellt, der 
auf dem beweglichen Halbmeſſer CA, von C an, gleich⸗ 
foͤrmig dergeſtalt fortruͤckt, daß er die Laͤnge CA in der 
Zeit durchlaͤuft, in welcher dieſer Halbmeſſer mit gleich⸗ 
foͤrmiger Bewegung ſeinen Kreis beſchreibt, ſo wird die 
fortgeſetzte gleichfoͤrmige Bewegung der verlängerten 
CA mit dem in ihr gleichfoͤrmig ſortruͤckenden Puncte, 
bey den vorigen Geſchwindigkeiten, die zweyte, dritte 
u. f. w. Umwindung vollenden, und dadurch die zweyte, 
dritte u. f. w. Spiral⸗Flaͤche beſtimmen. 


143. Ouf. 3. Hierauf gruͤndet fid) folgende Methode, 
jede verlangte ganze Spiralfläche, fo wie jeden Theil bet, 
ſelben, deren Abſeiſſe ein gegebenes Stuͤck des beſchrei⸗ 
benden Kreißumfanges p ift, zu quadriren. Indem die 


umdrehende Linie CA (Fig. 27.) einen gewiſſen Bogen 


in der Peripherie p des beſchreibenden Kreiſes durchlau⸗ 
fen het, hat der auf ihr oder ihrer Verlaͤngerung, forte 
ruͤckende Punet M, einen proportionellen Theil feines 

` Halb⸗ 
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Halbmeſſers r vollendet (142) daß alſo zu ben Abfeiffen 


I n x: 3 
-— 2— H — Pm. ——. Pa > 4 
m Pi i P; die Werthe von rz — r; als Ordi 


Lr 
naten gehören; — mag nun eine ganze Zahl, ein ei⸗ 


gentlicher oder uneigentlicher Bruch ſeyn. Fuͤr die 
Abſciſſe o ift auch die Ordinate o, und wenn die umdre⸗ 
hende finie bey dem Anfange ihrer Bewegung einen un. 
endlich kleinen Kreisbogen — beſchreibt, fo rückt: auch 
der beſchreibende Punct um einen unendlich kleinen Theil 
e des Halbmeſſers, auf dieſer Linie fort, fo daß allemal ar: 
pest. Die Ordinaten e; 253 365 48... y; liegen 
alſo alle, um den gemeinſchaftlichen Pol C, dergeſtalt nes 
ben einander, daß jede zween, naͤchſt aufeinander folgende, 
einen Winkel machen, der den unendlich kleinen Krelß⸗ 
bogen zum Maaße hat. Dieſe Ordinaten, als Halb⸗ 
meſſer, beſtimmen die concentriſchen Kreiſe Pe’; 4 Pe^5 
9 Pe; 16 PE . . . Py?s von denen die zugehörigen 


2 D 
Flaͤchen Elemente der Spirale, durchgängig die — ten 
Theile find; und fo erhaͤlt man von der erſten Ordinate s 


an bis auf y, für alle neben einander llegende und immer 
um unendlich kleine Unterſchiede wachſende Flaͤchen⸗Ele⸗ 


: D D € z & 2 - 
mente, bie Rehe: TY Pe’ A ze 45 * p 


viis a LA gt ole ccce ias 
SEITE EN CE) Pe ober 7 (T2 tat 


M 


4^. 55) weit y in der Reihe ble te Ordinate 


it. Die Summe (66) aller dieſer Elemente, giebt als⸗ 
S H 4 denn 
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Pe V Py? 
denn die geſuchte Spiralflaͤche = Lv dA y 


FEN 3r 


3 


ober E wenn man P 
6r* 


27 ſtatt der Zahl P ſubſtitulrt; 
welches dient, die gefundene Flaͤche ſogleich mit dem gleich⸗ 
vielbedeutenden Ausdrucke (141. Sc ju vergleichen, 


; rx pu c 
den man erhält, wenn man r1 ſtatt y in SC fct, 


144. Juſ. 4. Weil ber Abſeiſſe x = ge p. bie Ot 


dinate y — E r zugehoͤrt (143.) fo darf man, ole Slaͤche 
die fid) auf dleſe Abſeiſſe oder Ordinate bezieht, zu 
quadriren, nur in eine der beyden Formeln ut, 


SC 
3 
Eus ben gedachten Werth von y ſubſtitulren, fo erhaͤlt 
— Pn?r* pnr : 
Bem ur Du So lange r A oder auch — 1, 


findet fid) dabey keine Schwuͤrigkeit, und im letztern Falle 
erhält man 3 Pr? oder pr wie (141) für die Quadra⸗ 
tur der ganzen erften Spiralflaͤche CM BAC. Wenn 
man aber die zweyte, dritte u. ſ. w. Släche (140) be» 

rechnen will, fuͤr welche, wenn m — angenommen wird, 
n 25 3; u. f. w. geſetzt werden muß: fo muß man bes 
denken, daß weil hier in der Figur, bey mehrern Um⸗ 
windungen, die Elementar ⸗Sectoren, die olle ihren 
gemeinſchaftlichen Mittelpunct in C haben, neben und 


auf 
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322 


: : Pn?r 
auf einander zu liegen kommen, die Formel se? 


bie fi) auf dieſe Vorausſetzung gründet, dieſe Sl&cben 
alle zu groß geben müffe. Denn ob gleich bey der erſten 
Umwindung der Spirale um ihren Pol, die gedachte or» 
mel nur allein die erſte Flaͤche giebt, ſo kommen doch bey 

der zweyten Umwindung, zu der erſten Slaͤche mit der 
zwepten, noch einmal die erſte, und bey der dritten 
| Umwindung, zu den vorhergehenden Flachen mit der 
dritten, noch einmal die erſte, und zweyte aus der For⸗ 
mel hinzu; fo daß hier bey der qten Umwindung, für 


x | | 
welche — = q gefegt werden müßte, die Formel einen 


ſolchen Werth giebt, nach welchem, zu den Flaͤchen bey der 
(q— 1)ten Umwiadung, noch die Summe aller Flaͤ⸗ 
chen von der erſten bis mit der qten hinzu kommt; 
woraus man ſehe leicht die Quadratur jeder verlangten 
Spiral Flaͤche finden kann. 


145. Ouf. 5. Denn wenn man die Flaͤchen, fo wie 
ſie von der erſten an, in der Ordnung auf einander folgen, 
mit den Buchſtaben A, B, C, D, E.. bezeichnet, fo 
kommt, wenn man durchgängig m 1: aber n nad) 
und nach = 152535 45 u. f. w. ſetzt: 


EE : 2? 
3 Fr ASE pr; ^3 Pır=2A+B=,p5 


3° 


Pri A Saz , 45 1 
S 3AT235＋ C= cp 3 Pr. =4A 


3 | 
+3B+2C+D=# pr u. ſ. w. unb wenn w die 


unbeſtimmte (o — 1)te, à "e qte Flaͤche gege : 
| : e 


C r 
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` |— 1)? | 

fo ift — Pr? —(q—1) A4(q—2)BEt(q— 3) 
I : 74 

d 2 15 3 E. bw $ 

KH "S m ` Pr? 2 AA 


| 3 
| (q—1)? t q—2) C. t2Y ta 7— pr; woraus 


"e 


man die Summe aller, von der erſten an bis mit der 
qten, auf einander folgenden Spiralflaͤchen, ſo gleich bo, 
ben kann, wenn man von der letzten Formel ble vorher⸗ 
Zu au à; — (q— 1)? d 
gehende abzieht; dieſes giebt Tou Pf "Si 
(La- 1] 9) Pr A -B- C D. +rto= 
(q[q— 1]1*5)spn ` | "n 


146. Juſ. 6. Fur q, kommt A= I Pr? — pr; 
(145) und B 22 Pr? = pr; für q =. Alſo ift B der 
doppelten Flaͤche des Kreiſes gleich, in welchen die 
Spirale beſchrieben worden ift, und Gmal größer als A. 


Weil J Pr? — A, ſo folgt aus dem vorhergehenden: 


(q——1) Pr^ z BTCTD. . v 4- o und q — 1 ſtatt 


q | 
q fabftituitt (q — 1) (q—2) Pr? BC D. 4 vs - 


alſo ift biyder Reihen Differenz, oder (q -( -.) 
(q— 0) Pr*- Q — 2 (q— 1) Pr, der qten Flaͤche; 
oder für 2 Pr? feinen Werth Bgefeót, a — (g 1) B; wo 


Q jede Fläche, nur nicht A bedeuten kann, weil A in den 


beyden Reihen, deren Differenz man hier genommen hat, 


nicht mit befindlich iſt, folglich auch (q— 1) B fuͤr q— r 


verſchwindet. Alſo iſt jede dieſer Spiralflaͤchen der 


zweyten Flache fo vielmal genommen gleich, als 


die um eins verminderte Fahl der Stäche beträgt 
alfo die zwoeyte Flaͤche B — 1 B; die dritte C— 2 B 


die vierte Das Bu. ſ. w. Auf eben die Art verfaͤhrt 


man, 
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man, wenn man nar einen Theil von dieſen Sl&cben, 
nicht die ganzen Flachen quadriren will. 


Zuſ. 7. Die Quadratur der- Spirale, fo wohl als 
der Cycloide, (138) ſetzt alfo die Guadratur des Krei⸗ 
ſes voraus, und làgt fid) dieſerhalb nicht geometriſch ge. 
nau finden. Man begnuͤgt fic) aber durchgehends, wenn 
man die Quadratur einer Flaͤche nicht genau geben kann, 
dieſelbe auf die Quadratur einer andern zu bringen, 
durch welche man jene finden kann, wenn dleſe gegeben 
iſt. Was uͤbrigens hier von der Quadratur der Eycloide 
geſagt worden ift, gilt nur von ihrer unbeſtimmten (60) 
Quadratur, die allemal tranſcendentiſch bleibt; aber 
das hindert nicht, daß nicht die beſtunmte Quadratur, 
fuͤr gewiſſe Stellen der Cyeloide, einen algebraiſchen 
Raum Tote geben koͤnnen; wie bereits Hugenius bey 
der Cycloide, und andere nach ihm, auch bey andern ftum» 
men Linien gefunden haben. à 


148. Ouf. 8. Sür unzählige Spiralen, für welche 


n 
PS r Im 
pn: rm: yn e PR oder V Pp . X darf 


. 2n 
| Cou 
man nur ben Werth von ** (=) 2 x^ in das 


2 


vorhergefundene (140) Flaͤchen⸗Element SS ſubſti⸗ 
f f * 2E Ps 
tuiren, fo findet fid) für biefe Spiralen das Element 


2n——1n 


m 2 


* | > 
1CM. MR —— z; und aus der Summe 


u 
m 


gp, 


(66) 


124 Von den Quadraturen 


2n - m 
` r x x? j 
(66) aller Elemente „oder 
6p T 
x3? 2n — m 
x» de Cm bie veraͤnderliche erſte Släche, 


fo daß fid) dieſe erſte ganze Sl&cbe, zu der Släche ihres 
"es 2(m — n) 
Kreiſes wie 1: 3 md (5) verhält; und fo 


kann man, auf eine ahnliche Art, wie vorher geſchehen, 
auch die Quadratur der übrigen Flachen, oder einzel, 
ner Theile von ihnen, leicht finden. 


149. Aufg. 27. A M (Fig. 28.) fep ein Bogen ei» 
ner krummen Linie, der durchgehends gegen ſeine 
Abſciſſe hohl oder erhaben iſt, und MT, die Cam 

ente dieſes Bogens, habe mit ihm den unendlich 

leinen Theil Mm gemein. Durch den Punct in 
ziehe man pm mit PM und zm mit AP, bis an die 
durch A aufgerichtete ſenkrechte Linie Arı parallel, 
fo daß Pp, Il, die Elemente der zugehoͤrigen AP, 
Ar, und pM, Moder Pm, Im, die Flächen Ele⸗ 
mente von AMP, AM find: Wan foll die Der, 
haͤltniß von Pm, rim, den auf den hohlen und er⸗ 
habenen Bogen ſich beziehenden Slaͤchenelementen, 
finden. | 


Aufl. Aus den ahnlichen Triangeln TPM, MRum, 


folgt: 
TP: PM = MR (Pp): Rm (II 


TS PpPM 


alfo RM oder riz— eg 


unb 
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und weil IM — AP 


N Kë" A 
fo ift II. HM = Pp. PM TP 


— P— 


nn en ͤ —Zꝛãͤ— 


P 
und I. DM: Pp. PM Ip: 1 AP: TP 


oder z M: pM — x: ſubt. AM; wo die letzte Ver⸗ 
haͤltniß, und dadurch auch die Verhaͤltniß der Flächen« 
Elemente z M, pM, oder Hm, P m, vermittelſt der Glei⸗ 
chung für die Linie, gegeben ift, weil man die Subtan⸗ 
gt für den Bogen AM aus (17. 21.) leicht haben 
ann. on | 


150. Ouf. Man kann die Puncte m auf dem Bogen 
AM ſo annehmen, daß die zugehoͤrigen MR oder Pp 
durchgehends gleich groß und unveraͤnderlich, die zu⸗ 
gehörigen Nu hingegen, veraͤnderlich werden. Eben 
fo koͤnnen, im Gegentheil, die riz unveränderlich und 
die Pp veraͤnderlich angenommen werden. Bey bey⸗ 
den Vorausſetzungen werden aber doch immer zween zu⸗ 
ſammen gehoͤrige Slaͤchen⸗Elemente wie * M, p M, 
in der Verhaͤltniß der correſpondirenden Abſciſſe 
AP (x) zur Subtangente bleiben. Aus der Verglei⸗ 
chung dieſer Flaͤchen⸗Elemente, beſonders, wenn ihre 
Verhaͤltniß, wie oft geſchieht, eine beftändige Verhaͤlt⸗ 
niß iſt, kann man nun ſehr leicht die Quadratur einer 
krummen Lie finden; wie ſogleich gezeigt werden ſoll. 


151. Aufg. a8. Die Quadratur unsábliger Pas 
rabeln, für welche y » — płxn, zu finden. 


Aufl. Weil (Fig. 28.) #M: pPM x: fubt. AM 
x m 
(149) d. i. bier, zM: pM x: — (31) zr: - 


oder 
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oder z M: pM — n: in, und die Verhaͤſtniß jeder fols 

chen zufammengehörigen Elemente hier dieſelbe (150) 
bleibt, was auch x iſt: fo iſt auch die Summe aller N 
d. i. A rr M, zu der Summe aller p M d. i. AP M, in der⸗ 
ſelben Verhältniß, (Eukl. 5. B. 12. S.) Folglich AM: 


APM n: m, und AH M -— APM; APM — E 


AnM, alfo An  APM — A APM + APM 


n ! 
| (= +1) APM = — ADM = xyz; alſo APM 


xy 


"NET 
= — und eben fo Arn M — 3 
ndun Ars Es nm 


1352. Exemp. Sürm — 2; n — 1 —k; oder für 
die Apolloniſche Parabel, kommt APM — 2 xy; (80) 
ArıM =3xy(77) Juͤr die Neiliſche Parabel, wo 
i3; n= 2; k; waͤre APMzcixy; AHM 
 zixy wf. w. bey den übrigen Parabeln, die fid) 
gleichfalls alle vollkommen quadriren laſſen. Ich ent, 
halte mich, mehrere Anwendungen hiervon, auf andere 
krumme Linien, zu machen, weil die Sache keine Schwuͤ⸗ 
rigkeit hat. Vor andern iſt hier der Ausdruck 


Pp. PM. AP 
; II r. nM = TP (149) d. i. e 
; Ss: PM»: ; 
Elem. An M = FURY zu merken, mo fid) ſowohl 


e als ſubt. A M auf x bezieht, in welcher Abſeiſſe fid) auch 
PM aus der Gleichung ausdrucken läßt, Die Summe 
hiervon giebt ſodann die Flaͤche A II M. 


Setzte 
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Setzte man in den obigen Werth des Elementes von 


a 
ArıM, ſtatt de í 
M, (t s Quotienten es 


, ben gleichgelten« 


den ech der — d M SCH 
MR oder —, fo fáme Elem. Ari M — ex, einer- 
[ey mit dem Si&cbenelemente (73) weil hier x bie Or⸗ 
dinate für den erhabenen Bogen, e das Element der zu⸗ 
gehörigen Abſeiſſe y dieſes Bogens bedeutet. 


153. Anm. In (149) iff angenommen worden, daß 
die Tangente einen unendlich kleinen Theil mit dem gegebenen 


Bogen gemein haben ſolle. Die Richtigkeit dieſer Forde⸗ 


rung wird im Folgenden umſtandlich erwieſen werden. 
W 
III. 
Von der 
Rectification der Kegelſchnitte. 


154. Erklaͤrung. 
Dine krumme Linie, oder einen Bogen von ihr, 
rectificiren, heißt, eine gerade Linie finden, die 
der gegebenen krummen Linie, oder ihrem Bo⸗ 


gen, gleich iſt. 


155. Aufg. 29. Eine allgemeine Formel für 
das Element M eines Bogens AM — A (Fig. 29.) 
einer krummen Linie zu finden. | 


Aufl. Wenu P p ein Element ter Abſciſſe AP iit, 
fo ift Ap unendlich wenig von AP; und pin unendlich 
; wenig 
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wenig von PM; und Am unendlich wenig von AM un, 
terſchieden: alſo Am — AM, oder Mm, ein Element 
des Bogens AM. So lange nämlich Pp noch eine 
endliche Groͤße hat, iſt auch das Bogenſtuͤck Mm, um 
eine endliche Groͤße d, von dem geraden Stuͤcke M m auf 
der Tangente, verſchieden. Aber d, dieſer Unterſchied, 
kann unendlich abnehmen; denn die Sehne dieſes Bo⸗ 
gens kann ihrem Bogen ſo nahe kommen, als man nur 
will. Indem dieſes aber geſchieht, wird auch der Win⸗ 
kel, den die Sehne des Bogens, bey M mit der Tangente 
TG macht, immer kleiner, dergeſtalt, daß für den uns 
endlich kleinen Bogen Mm, dieſer Bogen mit ſeiner 
Sehne und dem Tangentenſtuͤcke M m in einander fallen. 
Man kann alſo das Bogenelement Mm als eine gerade 
obgleich unendlich kleine Linie, d. i. als einen unend⸗ 
Lieb kleinen Theil, Mm, der nach G zu verlängerten 

angente "TM anſehen. Wenn alſo das Abſciſſen⸗ 
element Pp Ser MR; das Ordinatenelement mR 
= s, fo findet man ſogleich für das Bogenelement M m, 
aus den ähnlichen Triangeln TMP; MmR; MNP: 
folgende Proportionen: 


Tang. A 
Subt. A 
Norm. A 
y 
Tang. A 
5 
Norm. A 
Subn. A 
von welchen man fid) diejenige wählen kann, die nach 


Beſchaffenheit der vorkommenden Faͤlle die bequemfte iſt. 
| Dle 


I) PT: TM = MR: Mm alfo Mm — e. 


2) PM: MN = MR: Mm over M m c. 


3) PM: MT « mR: Mm oder Mm = s. 


4) PN: M mR: Mm ober Mm = & 
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Die ıfte und zte Proportion haben jedoch den Vorzug, 
daß man aus ihnen das Bogen⸗Element Mm, für 
ſchiefwinklichte Coordinaten fo wie für rechtwink⸗ 
lichte, ſogleich ausdrucken kann, da die ate und ate Pros 
portion nur allein für die letztern gelten. Endlich ift 
auch, bey rechtwinklichten Coordinaten: 5 


5) Mm 4 MR?-- mR? — Je? 4- e?, mit den 
Werthen für Mm aus den vorhergehenden Proportionen 
einerley, wie daraus erhellet, wenn man die aus 1; und 
3; ingleichen aus 2; und 4; zu findenden Werthe von 
e", e", in den Irrationalausdruck für Mm ſubſtituirt. 
Dieſes Wurzelausdrucks bedient man ſich auch in dem 
hoͤhern Calculo insgemein, als einer allgemeinen Formel 
für das Bogenelement einer gegebenen krummen Lnie. 


156. Anm. Die Forderung, daß die Tangente eines 
Bogens einen unendlich kleinen Theil deſſelben mit ihm ge⸗ 
mein habe, laͤßt ſich ſowohl aus dem was gleich itzt geſagt 
worden iſt, als auch durch folgende Betrachtung rechtferti⸗ 
gen, die ich aus meiner Abhandlung uͤber die Haupteigen⸗ 
ſchaften der Kegelſchnitte $. XXXIV. kuͤrzlich hier wies 
derholen will: ) d 

Wenn man fid) den Gang einer krummen Linie durch die 
Bewegung eines Punctes vorſtellt, der nach und nach in ihre 
verſchiedenen Stellen ruͤckt, dergeſtalt, daß er ſeinen Weg be⸗ 
ſtaͤndig ändert, alfo in jeden Augenblicke von der Richtung 
des naͤchſt vorhergehenden Augenblickes abweicht: ſo kann 
man uͤberall Puncte in der krummen Linie annehmen, und es 
wird kein endlicher beſtimmter Theil derſelben eine gerade Lie 
nie ausmachen. Wenn man aber die Stelle, in der ſich ein 
Punct itzt befindet, und die Stelle, in die er den naͤchſten 
Augenblick rückt, als eine Entfernung anfieht, die der Punct 
in der augenblicklichen Bewegung zurück legt: fo hat es 
nichts wider ſprechendes, fich den Weg des Punctes in dieſer 


Ent — 
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Entfernung, als eine, obgleich unendlich kleine gerade Linie 
vorzuſtellen, weil ſich die Richtung des Punctes nicht aͤndern 
kann, wenn man nicht zugleich annimmt, daß er vorher, in 
dieſer kleinen Entfernung, eine gewiſſe feſtgeſetzte Richtung 
gehalten hat. Man kann alſo die krummen Linien als Po⸗ 
lygone von unendlich vielen unendlich kleinen Seiten betrach⸗ 
ten, die blos durch die Winkel, die dieſe unendlich kleinen 
Seiten einſchließen, verſchieden find: und fo ift die Can» 
gente I M (gig. 29.) nichts anders, als eine endliche 
Verlangerung der unendlich kleinen Polygonalſeite 
Ma an dem gegebenen Duncte M; und dadurch 
(149. 155.) hinlaͤnglich gerechtfertigt. 


157. Aufg. 30. Die Länge eines gegebenen 
Bogens AM — A einer krummen Linie zu finden. 


Aufl. Man drücke das Element Mi des Bogens 
A aus einer der (155) erwieſenen Formeln aus, in welche 
man die Werthe von Tang. A; Subt. A; Norm. A; Suba. 
A; in x oder y, aus dem vorigen Capitel uͤberhaupt, 
fuͤr die Kegelſchnitte, und aus (2r. 39.) beſonders, auch 
für andere krumme Linien ſubſtituirt, wobey man die Bes 
deutung (155) von e und e nicht aus der Acht laſſen 
muß. Die Summe (66. 67.) aller Elemente, giebt die 
Laͤnge des veränderlichen Bogens, in einer endlichen 
oder unendlichen Anzahl von Gliedern. Die Vollſtaͤn⸗ 
digkeit dieſer Summe beurtheilt man hier, wie bey den 
Quadraturen, (85. 87.) indem man die Conſtans zu dem 
für einen gewiſſen Werth von x oder y verſchwindenden 
Bogen, zu beſtimmen ſucht, wenn ſelbiger nicht für x oder 
y So ſelbſt Null wird. 


13538. Aufg . 31. Die Neiliſche Parabel zů recti. 
ficiten, für welche y? px oder y x2, wenn 
man den Parameter p = 1 fent, | | 

Aufl. 
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Aufl. Aus (155) waͤhle man einen von den geſun⸗ 
denen Werthen für das Bogenelement M m, z. E. den 

Ee ) s. Tang. A 
aus der Zten Proportion, wo Mm = und 
EC X 
\ 
ſubſtituire hlerein den Werth von Tang. A aus bet gege⸗ 
benen Gleichung y3 — x* o. Aus (21) ift Subt. A 
11. 535-4 4 A * 
= — = ges SE? alſo y^ + (Subt. A)? oder 
2y m 

(Tang. A)* — y* 4-3y? alfo Tang. A = £y Ya+9y 
unb ir. = VAT Y e Mm, dem Laͤngen⸗ 


elemente der Neiliſchen Parabel, für den Parameter 


1, alſo ie 4 ^ für den Parameter p. 


Um nun den Bogen A aus feinen Elementen zu Dm, 


miren, ſetze man YT4 T9 y —2z, alfo Mm 623 wo 
man s, als das Element von y, in 2 ausdruͤcken muß. 


Man betrachte alſo Yatoy=z d. i. 449 = z? als 

eine Linie, in welcher y die Ordinate, 2 die Abſeiſſe, und 

€ das Element von 2, f» wie e das Element von y ift, und 

Inge die Verhaͤltniß beyder Elemente für dieſe Linie, fà 

J L. 17 5 ;. Tang. A ` 

ift (155, 15 3) SCH EE Ee 
Subt. A y 


— 
— 


i € TR m ER 
— und Subt. A: e — y: e — — oder 
y^ e — y: s, alfo e LA 
262 
$i — 
9 


„wenn man aus der Gleichung 31 95 —2? 
32 zoj 
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- 9j Sub. A — 2 ; (a1) ſubſtituirt; woraus man end» 


lich I ez oder Mm — ez, das Laͤngenelement der 
Neiliſchen Parabel ganz in 2 — findet. Diet: 


aus folgt A — 3. (ez) = x z?, unb für 2 feinen 
: ER 
Werth gefet : 


3 
A-—i(4tgy) t Conft 


Soll nun der Bogen A füt y —o verſchwinden, ſo muß 
Oo ba 42 1 Conſt, alfo Conſt =— 1; 42 — — Be 
ſeyn. Dieſes giebt alfo 


8 : xci | 

A= is (4--9y) - e is (ANN y d aka — 8) 
Den Parameter p wieder zu ergänzen, darf man nur 
darauf ſehen, was die Gleichheit der einfachen Abmeſſung 
fuͤr den Bogen A erfordert, ſo findet man 


Ge, 


A = ([apt9y) v 


Eben das wuͤrde man MUCH haben, wenn man in 


— — — 


— 8p 


TEL — dem singeuelesupnie für den Parameter p; 


gleich Anfangs 74 +7 = 2 geſetzt, und aus tem 


daraus folgenden Elemente. - m 


„den Bogen A ſum⸗ 
mirt haͤtte. 


159. Anm. 


der Kegelſchnitte. 133 


ER Anm. Wenn man in bem Ausdrucke des Bo⸗ 
zenelements der Meiliſchen Parabel, die Wurzelgroͤße 


d 479 in eine Reihe (88) aufgeloͤßt, und alsdenn die 
einzelnen Glieder derſelben gehörig ſummirt haͤtte, fo hätte 
man zwar, ohne einige Subſtitution, den Werth von AM, 
aber nicht in einer endlichen Anzahl von Gliedern, und ur 


nur approximatoriſch gefunden; ou ba, wo (4 oy) 
fuͤr gewiſſe Werthe von y rationell wird, und alſo der Bogen 
A ſich vollkommen genau finden läßt, welches geſchieht wenn 
449 eine Quadratzahl wird. Hieraus alſo, und daß die 
Reihe für viele Werthe von y divergirt, (110) und folglich 
anders eingerichtet werden muß, erhellet der Vorzug des Aus⸗ 
drucks (158) vor der Reihe, und mit ihr die Wichtigkeit der 
Erinnerung (89) Die Neiliſche Parabel ift. Übrigens die 
erſte krumme Linie, deren vollſtaͤndige Rectification man ge⸗ 
funden hat. Man ſehe hiervon eren Hofrath Naͤſtn. 
Anal. 269. s 


160. Zuf Man ſetze das e (158) . 


1E N SET =, dem Slaͤchenelemente einer krum⸗ 
P 


men Linie, durch eine beſtaͤndige Größe a dividirt; wo w 
der krummen Line Ordinate, y die Abſeiſſe und das 
Element von y bedeutet. Nach Wegſchaffung der o 


2 
* ga 
! 4P Ap 

(y Tip) oder, y+sp—ugefegt, wc 25 u, die 


Gleichung der gemeinen oder Apolloniſchen Parabel 


94 


tionalität erhält man alsdenn, w^ = 
Ar 


von dem Parameter Das Längenelement bet 


33 VNVei⸗ 
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Neiliſchen Parabel ift alfo dem Slächenelemente der 
Apolloniſchen, durch eine beſtaͤndige Groͤße (a) divi⸗ 
diet, gleich; fo daß die Rectification der einen und die 
Quadratur der andern wechſelſeitig von einander abhan⸗ 
gen. Da man nun die Apolloniſche Parabel quadri⸗ 
ren kann, fo kann man auch die Neiliſche rectificiren, 
wodurch alfo die Rectification der letztern begrelflich 
wird (Anal. 270). Die Verzeichnung der Neiliſchen 
Parabel aus der Apolloniſchen, kann man bey Wolfen, 
Anfangsgr. der Alg. 225. nachſehen. Man vergleiche 
hiermit was (136) von der Hyperbel und der logarith⸗ 
miſchen Linie geſagt worden iſt. 


161. Aufg. 32. Unendliche Parabeln, deren 
Gleichung y? — paxk — o; zu vectificicen. 

1 m 

| yoke 

Aufl. Sür y^ = p^xk, ip x == ; und 


n 
m 


mx , my 2 
Subt, A — ＋ Luis 3 alfo y^ + (ubt, A)* 


kp * 
| 22 
| M y 2 a m^y 2 
Br) =y’+- zer Dä Tang. A 
k*p* 
2m—e2k 
e M S y 
k*pk ke? 
2n am — ak 


e Tang. 
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E 


; am-ak . 

2 ik | k — 
tine Ten Yi VEP ta? a 
ek 


am—ık 
——— 


Perm 

ev (o ) =.s(1+V)?, wenn man 
k?p 

: am - aK 

m^y- .k 

De (tt. 

ken E 


Die Elemente fuͤr den Bogen A zu CERES ver⸗ 


wondle man die Wurzelgroͤße (1 --V)* nach der Formel 
888) in eine Relhe, für welche die dortigen P; Qz mz hier 
I;V;l; find; und die Buchſtaben A, B, C. „.. biefefbe 
Bedeutung le; fo kommt: 


TO = HV- 4 Ve 
2.4 246 


1.3.5 | 
Sr Rad g V SA unb, in Werth für V gehörig 
ſubſtituirt, a 
im : SC 
&( Sul — I= =S (ver à ES. 


kp K E, ak p 
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2m— 2k 
m K i 
alfo [aC ee Jr oder 
D Kk pK 
am — k 
j m^? UT FECE 
A=y+ 3 
2n 
2(2m—k)kp * 
SS 1. m* eem 
y 
2. 4. (4m—3k) k?p * 
6m—;k 
I.3.m$5 — 
4 3 z y- k 
n 


2. 4. 6. (Em 5K) Kp * 
x L 2.5.08 —— 
— ne P iT ; — y k ese 


2. 4 6. 8. (85m — 7k) k? DL 


162, 
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162, Zuſ. 1. Für die Neiliſche Parabel wäre hier 
m=3;n=1; k=2; alfo der Bogen 


2 


: 3 m. Se 5:37 3 
A=y+ IE T ER 
y 3.4. 2 p 2. 4. 6. 2 p*.. = 
FVV 
2. 4. 6. g. 25 p? y 2. 4. 6. 8. 10. 27 p* 


bem Ausdrucke (158) 15 p([4 - — $8) vollkom⸗ 
men gleich, weil felbiger, bie Wurzelgroͤße (4+ ct in 


eine unendliche Reihe aufgelößt, mit 27 p multiplicirt, 
unb 25 p davon abgezogen, eben dieſelben Glieder geben 
würde. Hieraus findet man, (die Zahlencoeffictenten 
der Kürze wegen, nach der Ordnung a; H: y . gefeßt, 
und den Werth der Potenzen von y aus der Gleichung 
ſubſtituirt) den Bogen | 


FU. QU MIS 2 


n Dx yc es de ` 
E ee KEE 
P P P P 


in x ausgedrückt; wo für p — 1, die Potenzen von p nur 
weggeſtrichen werden duͤrfen. RA 
163. ouf. 2. Hätte man das Bogenelement aus 
der Formel (155, 1) ſuchen, und alles in x ausdruͤcken 
wollen, ſo waͤre g^ | -— 
Tang. A e kc. — OS Ape 
2e. 2 — 4p fe" 
eg e e 
funden worden. Wenn man hier die Wurzelgroͤße in eine 
Reihe aufloͤſet, ſo findet man (88) Be, 
35 Mme 
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* 2 2 4 4 $ ET. 


d 3.3 3 
X X 
| Maced AER p I * , — 
9 9 
S cune qe E 
Iop'x 28p x 
E. * ... und hieraus 
„I 
22 FEE 
„FFC 
A ch. M 
3 3:9 9 
Oba 1 
fi. X 
= en I oder, den Parameter 


CEET 
p! geſetzt, ? 


EH e 
2x 2 4 2 

ei. E 9'x x 

3.9. X 3.95 


4 


| "x | 
Rt e Be (2 yoı)= 
o S 
| E — 1) aus (158) wo die letztere Reihe von 


A für ein e bie erſtere (1 62) für ein finis X ge. 
foin convergirt. 


164. Anm. Es waͤre nicht nöthig * fuͤr den 
Bogen der Neiliſchen Parabel dieſe Reihen zu ſuchen, da 
man feine vollftändige Rectifieation aus (158) haben kann. 
Aber es iſt nuͤtzlich, wenigſtens durch ein Beyſpiel ſich zu uͤber⸗ 
zeugen, daß der Irrationalausdruck, den manaus der dortigen 
Subſtitution fuͤr den Bogen findet, in eine Reihe verwan⸗ 
delt, eben 2 Glieder giebt, welche die, ohne Subſtitu · 
tion 
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fion gefundene, nach ihren Theilen ſummirte, Steibe bat, für 
welche keine Conſtans weder zu abbiren noch zu fubtrahiren 
(t, wie auch daraus erhellet, daß für x oder y Null geſetzt, 
der Bogen A verſchwindet (85.) ) | 
165. Zuf 3. Für die Apolloniſche Parabel, für 


welhem=2; n=ı=k ift, bekommt man aus (16 1.) 
das Element Gees 


— — 


x 3 
Mm = dran E VIA 0, fo wi 


vo le 


= 
ten Bogen 
27% „// 4 105 
A=y+ de — — 7 
ap: Ir 28 9p. 
28 * 845 * 
11 p'? 5 1 i 
wenn man die bortigen Baffencoefficienten , bier in den 


2y* 
Eeinften Qaflen ausdrück. Well nun y+ St, 


MAI 


zy (1 Ge — ...) fo findet man hierdurch den 
Bogen | 


Kin 2 2 7 Ax* Iox^ 
o 
381 P : 23 


ide 
y als x kleiner als p Con muͤſſen, wenn dieſe Reihen con⸗ 
vergiren ſollen. Fuͤr ein großes y hingegen muß man in 
dem Binomio der Irratiogalgroͤße, Ay, un 
| alle 


.. in x ausgedruckt; wo ſowohl 
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Theile machen, (110) und fo kommt, die Wurzelgroͤße 
in 50 yp gehörig entwickelt, (88) und mit 
= multlplicirt, das Bogenelement 


2 p. 8 | 
Mm= ey T= -- y- sy-5... 
P 2 4y 64 d 512 à | 
und hieraus ber paraboliſche Bogen 
3 : 3 
EE d 


„2 
em 2 23 ee 
p 2.64 y? 4.512 y* 


für welchem das erfle, dritte und die folgenden Glieder 
des Werthes von Mm nach 66. 67. das zweyte aber, 


oder a p. = nach 118. ſummirt worden find; denn 
= ift das Element des g ogarithmen von y; alſo die 


Summe aller dieſer Elemente, oder f EN = log. y; 


wo log. y den natuͤrlichen oder hyperboliſchen (121.) 
Logarithmen vou y bedeutet. Hier nun braucht man 
den Logarithmen nicht zu Abkuͤrzung der Rechnung, ſon⸗ 
dern die logarithmiſche Groͤße (12 2.) ſelbſt, die hier 
einen Theil des Werthes von A ausmacht, und die man, 
wenn y in Zahlen beſtimmt wird, aus Herrn Lamberts 
Tafeln für bie hyperboliſchen Logarithmen (Taf. 13. 
15.) finden, oder doch leicht berechnen kann. 


166. Juſ. 4. Aus 109. kommt u — 70 doit 
für die ſchiefwinklichte Hyperbel, alfo, bepbe Axen und 
den Parameter, oder ac p geſetzt, u 2 p^ Ay, 

| für 


— 
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für die rechtwinklichte oder gleichſeitige Hyperbel, 
wo y die Abſeiſſen auf einer, der Hauptaxe ſenkrechten 
Linie, durch der Hyperbel Mittelpunct; u die zugehoͤri⸗ 
gen ſenkrechten Ordinaten bedeuten. Alſo iff e u — Ze 


V P^- 4y? das Slàcbenelement der gleichfeitigen 
Hyperbel; welches mit M m = (g^ 4y* (165) 


bem 25ogenelemente der gemeinen Parabel verglichen, 
su 


A Mm Zr das halbe Längenelement der Apollo 


niſchen Parabel, dem Flachen Elemente der gleich⸗ 
feitigen Apolloniſchen Hyper bel durch p dividirt, 
gleich macht; fo, daß die Nectification der gemeinen 
Parabel in einem endlichen algebraiſchen Ausdrucke ge⸗ 
geben ſeyn würde, wenn man die Hyperbel auf. die Art 
quadriren koͤnnte. Die Unmoͤglichkeit aber einer ſolchen 
Quadratur, die auf Logarithmen führe, welche tranſcen⸗ 
dentiſche Functionen (Alg. 37 1.) ihrer Zahlen find, hat 
Herr Hofrath Räftner (Anal. 272.) zum Theil gezeigt. 
Wenn man alſo die Reihe (109, 1.) fuͤr die veraͤnderliche 


hyperboliſche Flache Cp MA, mit — multiplicirt, fo 


findet man hieraus den unbeſtimmten paraboliſchen 
Bogen fuͤr eine kleine Ordinate y auf der Axe, oder 


2 ' 1. 2. y* 1. 3. 27. 57 
4 2 ＋ 2 — — 
3 1.2. f. p Eaeq Tb) 
ES, CES? — 1.3. 5. (2 n—5) gut yao 
1. 2.3.4.9. p 1.2. 3.9 n—ı) pen —2 


vollkommen einerley mit dem erſten Werthe von A 
in (165) Das nte Glied der Reihe ift hier pofitio 
oder negativ, nachdem n gerade oder ungerade iſt (88). 

: SE 167. 
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167. Aufg. 33. Einen elliptiſchen, oder byper⸗ 


boliſchen Bogen AM — A (Fig. 10. 11.) zu recti⸗ 
ficiren. 


Aufl. In (155, 1) iff Mm? — 


PT TPM 
Dee 


„(Ta ng. A)? 
* ub. xdi x 


RENS e 70 


woraus Mme LL tz P pub eben Min P 


a? y? 


ay 
Gre 
ſelg. Demnach i (56) «4 1 Wi Dep 
c*+c2y2+a®y ic*+f?y? 
eee V 


460 3 ＋ C * ic^ c? y 
wenn man a ?— c? für die Ellipſe, und a ＋ c? für die 
Hyperbel, in beyden Dim k ſetzt. Alſo ft 
Mm z (ic c^ foy 7 40 T y2) * 
wo y die Abſciſſe (56) aus dem Mittelpuncte * der 
zweyten oder Neben⸗Axe; das Element dieſer Abs 
ſciſſe bedeutet. Nun ift, wenn man P; Q; m; in 88. 
gehörig — | 
c? f? t (4,4 
SNE * Es p — Y. . — 
e^ 13.5" 
q4*f'y6 — 13.5. Í*y* 1.35.7. 2 £^ y'à 
+ „ 14 H F 
1. 2. 3. C 1. 2.3. 4. 1. 2. 3.4. J. e 
„ K; und E 
c^ 
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— » 1.3.25 
i EE e e 


1. 3. 5. 6 a BA Les &.10 
s 3:3-21Y + 37 » Ln.5.9 7.9.2 y.. 


1. 2. 3. C8 1. 2. 3.4. %% 1. 3.3. 4.5.08 
Lz und Mm=sKL S eck 
Man multiplicire alſo die Reihe L.; nach und nad) 
mit den einzelnen Gliedern der Reihe K; fo kommt, wenn 
man der Kuͤrze wegen die Zahlen coefficienten des dritten, 
vierten u. ſ. w. Gliedes in K; hier — O, y Kc. und die 
Coefficienten eben dieſer Glirder der Reihe Lz, 9. / Kc. 
ſetzt, und jedes Glied von KL ſogleich ſummirt (66) 
ee Lei n 
EE 
30 20 72€ . g.acf ac A 
af*y? Af 9 2 7 "P 9 d ít 
F EDER 
3.0% f. e 2 
af E Aaf*y? ca L jan 2 0, De 


—— — on . 20 


$c? 2 he Qo À 3:65 
3 [ * 
A 2Qf'y'  4Gfsy» offer? | 
i 12 Ad CI Bigot Ses =P 
ZE: Hens Nee ena 


859 8 ir 
ay? 4 fey. 8 
980 "te 


| wi adf y get T 
+ fe * R 


> : — 6 A é a | £ * Le 
f* . N. Frl n Bad 21 
(t“ Te E ced Af -f et 
3c" ei 
d = + 
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A EI cS+af2c4+ 4af*c kA 
ge" 

A? 1% A. Gegend f*c ray, 

gers 

Le. ap ELA. 
Det 

Fayftert20f® . | 

—- .—)y"....=MrN+O+ 


110. 
PI Q+R...= UE) = A 
Oder, wenn a? -F c^ ſtatt £^, und ſtatt der | 
, griechiſchen 
Zait e oie Sue gehörig wieder ſubſtituirt werden: 
Aert Es y! 2a*(4c^ Ta?) ys 
$c? 
4a* (8c* Tac! c a4) 
| 7 c 52 Lë 
" 2 a2 (646 J 48 ES? 24a* c? 5a°) y? 
ff EH 
füt den Bogen AM ber Ellipſe unb Hyperbel, jenen 
aus den obern, dieſen aus den untern Zeichen, 


168. Ouf. 1. Wenn man in der letzten Reihe für de 
Bogen A — A M der Ellipſe, die Buchſtaben : a, : 
mit a, c, u Em k kaͤme 


2c*(4a* -— 
za 
ge ? (o* ＋ ga — 4a c) 
———— MI 
7a** 


v 


ow p 
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A 2642 — 482^ c? + 24a? c* — ße“) u? 
Wee epum ee 
wo u — CP, nun auf ber großen Axe AB liegt; alſo 
A hier nicht den Bogen AM, fonbern den Bogen aM 
(Fig. 10.) bedeutet. Für die Hyperbel ift die (167) ge» ' 
fundene Reihe bequemer als die verwandelte ſeyn wuͤrde. 


1569. Zuf 2. Man ſetze a — n c (Alg. 371. 
kommt (168.) " tele 0 


I 2 2(4n* — 1) 
5 * "d $n*c* es 
A (8n* — 4n* 4 1) 
Vide 054 d 
2(64n5 — 48 n* t 34n? — 
par ir sni n d 


9n'? c8 ' 
unb (167) 
| 2n^(4 Tn?) , 


30 


2n* 
LKE ae" y? 3 


4 An“ (8 Tan! An“) y? 


à e 7 es * 
D ˙ Ä 


— 9 c? 


Fir n = i wäre a — c; alfo für den Bogen eines 
Kreiſes von dem Diameter c, aus den obern Zeichen: 


E E EE 
Ate? T pe E ＋ 7 ges 


K | + 
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x - 126 ır 21452 | Rei i 
- SH * Lyme. "— 


eingeſchloſſenen Zahlen, mit den figurirten (Alg. 726.) 


Zahlen, nach der 109, 4. bemerkten Ordnung uͤberein⸗ 


kommen. ] 


Diefe Reihe iſt nun offenbar der Reihe M (168.) 
gleich, (wenn man in ihr ſtatt der griechiſchen Buchſta⸗ 
ben die Zahlen ſetzt, und alles gehoͤrig verkuͤrzt) wie ouch 
ſchon daraus erhellet, weil für den Kreiß, a? — c? b. i. 

'2 o wird, und alfo die übrigen Reihen N, O., P &c. 
hier wegfallen. Die Subſtitution der Zahlen giebt hier 


die Reihe M, d. i. den Kreißbogen 


\ 


: E 
2 1. 3.22 1.3. 5˙2 


— s 3 7 
BET s Ke 1.2.5 64 12.3 7c5 ° | 
2. . 7. 2“ 1. 3. . ST N 

EFT 
1. 2. 3. 4.9 % I. 2. 3.4. 18 

4 144699419 „ ee ala, 
1. 2. 3. 4.56.13. 0” jo: $^ x. 


wie vorhin. Für die rechtwinklichte Ayperbel fáme, 
für n = I, aus ben untern Zeichen: 


> 3 03 10 ; 52 
Arti Sei + 7 ct y? 
PR. 
$E 


170. 
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170. Aufg. 34. Den Bogen AM = A, eines 
Breiſes (Fig. 18.) zu rectificiren. f 


Aufl. Ein Ausdruck für dieſen Bogen findet (id) im 


vorhergehendem Abſchnitte. Auch kann man, aus denen 
im vorigen Capitel berechneten Werthen der Kreisauss 
ſchnitte (96. feqq.) für den Durchmeſſer o, den zugehöri« 
gen Bogen ſogleich finden, wenn man den berechneten 


Ausfehnict mit —- lebt, ober lr 2 amuttipici 97) 


Hler will ich nur noch zeigen, wie man den Kreiß bogen 
vermittelſt der Tangente, oder des Sinus berechnen koͤnne. 


Für die Tangente AT 2; fm Tt S el. 2 S e. 
Weil nun (101) das Bogenelement eines Kreiſes 
dem Elemente der zugehoͤrigen Tangente durch 


das Quadrat der Secante dividirt, gleich, oder 


e . , e : 5425590 
Mn D ur me if fo if d T o 


5 


23 EN - 1 e ` " 
A A Y = ( 2“ 


EI 


. gán-—à) 


B erc 


das nte Glied poſitiv oder negativ, nachdem n eine uns 
gerade oder gerade Zahl Dt, Fuͤr den Bogen AM == 
45, waͤre 2 — 1 alfo, der achte Theil der Peripherie 
Be ben Zu KS? 
—[:—lidTi-—i..-—Q-92(-—Tp-R—— 
A $ Dti ? LU $61 v. 9. i 
+ Zu A für den Halbmeſſer £5, und 4.4 
13. 1 f | T T 
| $a NET? 


. 
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e $7 9 

die ganze Peripherie eines Kreiſes, für den Durch» 
meſſer 1. ) 

Dieſe Reihe nun iſt zu Berechnung des Kreißum⸗ 
fanges unbequem, weil fie viel zu langſam converalrt 
(10 3.) Man muß daher den Kreißbogen A fo beſtim⸗ 
men, daß z ein kleiner Bruch des Halbmeſſers wird, für 
den alsdenn die Reihe ſich geſchwinder naͤhert. Man 
fee alſo A — 30, fo ift, fuͤr den Halbmeſſer 1, alsdenn 
Sin. A— 1; Cof. A (1—i-i YZ, und Cof. A 


2 7 


(i4 3): Sin A [2] — i: Tang. A IER alfo hier 


dit teg Bette 5 


S e KS und ber Bogen von 30 Graden, als der 12te 


Theil der Peripherle, aus obiger Reihe fuͤr A, durch die 
Zahlenreihe P xs 
— i I I 
1 1— — 4 — — — 
Gu M 3 13 7 


geng SE ..) gegeben. Das fecbefacbe diefer Reihe 


^ 


giebt alsdenn, weil 6 1 = 572 N 12, wenn man 


mit Y m wirklich multiplicirt: 


Gens e 


Die halbe peripherie = 
KX | 3-3 373 
l 


79:33 9:33:33 11-3: 323.3. 3 
e | + 


la 
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A Yız 
13. 3 3 3: 3. 3. 3 


alfo die ganze Peripherie, oder P, für den Durch⸗ 
meſſer 1 


is für den Aalbmeffer I, 


) Die Summe diefer Reihe findet man, wenn man, 
auf eine ähnliche Art, wie in 125, die Irrational⸗ 


größe Yız = 3, 46... mit 3, den Quotienten wie⸗ 
der mit 3, den neugefundenen Quotienten aber mal mit 
3, und fo ferner dividirt, die Irratlonalzahl alsdenn, 
nebſt denen dergeſtalt aus ihr nach und nach gefunde⸗ 
nen Zahlen, in ihrer Ordnung durch die von 1 an auf 
einander folgenden ungeraden Zahlen theilt, und das 
was auf die Art heraus kommt, in eine algebraiſche 
Summe bringt. Der Columme A, (welche die Irra⸗ 


tionalzahl Yız, mit allen, durch fottgefe&te Diviſion 
der Zahl 3 aus ihr gefundenen Quotienten enthält) 
ſetze man die ungeraden Zahlen in ihrer Ordnung zur 
Seite: ſo giebt, das erſte, dritte, fünfte ꝛc. Glied 
(die ungeraden Glieder) von A, durch die jedesmal da⸗ 
neben ſtehenden ungeraden Zahlen dividirt, das erſte, 
zweyte, dritte ıc. Glied in der Columme B; das 
zweyte, vierte, ſechſte ac. Glied (die geraden Glie⸗ 
der) von A hingegen, durch die zugehoͤrigen daneben 
ſtehenden ungeraden Zahlen dividirt, das erſte, zweyte, 
dritte ıc. Glied in der Columne C; fo daß B den po» 
ſittven, C den negativen Theil der Reihe enthaͤlt, 
unb fo giebt B — C die Peripherie P um fo genauer, 


jemehr man Decimalftellen für „2 geſucht hat. Die 
Rechnung dafür iſt folgende: 


X 


Za ` ` A BE 


c 
150 Von der Rectification 


A B € 

1) 3,46410161$138(3,464101615158 = «12 

3) 1, 15470538379 (0384900179460 
$) 384900179460 76990035892 
7) 128300059820 ( 18328579974 
9) 42766686607 4751854072 
II) 14255562202 (1295960200 
13) 47518540670 365527236 | | 
15) 1383951356 ( 


105596757 
17) 5279837850 31057870 


19) 175994595 C 9262873 
21)  $8664865( 2793565 | 
23) 19554955 ( 850215 
25) 65183180 260733 

27) 2172773 i ner 80473 
29) 724258( 24974 

31) 241419 . 7788 
33) 80473 2438 

35) 26824 ( 766 
37) 8941 ( 242 

39 2980 ( 76 
41) 993( 24 

43 331 ( 8 
45) 10 2 

47 37 ( I 


B=+ 3, 546233172181 (9494640518591 
— C = — o, 4046405 18591 


„ alſo B—-C= — 3.141592653.590 . — P, bis auf 9 


Decimalſtellen genau, weil V 12 nur auf 12 Stellen ift 
berechnet worden. E 

€. Aáftn. Anal. 306. 307. 308. wo zugleich aus 

dem Herrn Euler eine bequeme Methode angegeben 

wird, den Bogen von 45° aus feinen beyden unbe» 

| | ſtimm. 
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ſtimmten Theilen a T b vermittelſt der Tangente der 
Summe dieſer Bogen zu berechnen, wobey man bie be 
ſchwerliche Auszie hung einer Wurzelgroͤße nicht noͤthig 

1771. Aufg 35. Die Peripherie des Kreiſes vers 
mittelſt des Sinus eines Bogens AM = A (ig, 30.) 
zu finden. 

Aufl. Für den Halbmeſſer AC — 1 — CD, ſey PM 
oder Sin. A — y; PC oder Col. A VI yy; Man 
ziehe mp der Linie MP unendlich nahe, und MR mif 
AC parallel; fo it MPC YM AMRm; alfo, wenn 
man mb, das Element des Sinus von. A, oder el. 


y — ſetzt; PC (1—yy): MC (9) = mR Lei, 


2 ! 
Mm — ur oder, ſtatt 1 den Halbmeſſer e ge⸗ 
KE 
ſetzt, Min = „das Bogenelement des Reis 
N 


ſes dem Producte aus dem Salbmeſſer in das Ele⸗ 
ment des Sinus, dividirt durch den Coſinus, 
| s. Norm. A - 

Subn. ^. (55,42 
einerley iſt, weil die Normale für den Durchmeſſer des 
Kreiſes, in allen Puncten Sr, dem Halbmeſſer des Kreis 
ſes; alfo die Subnormale = Vr. — ? fan muß. 
el. Sin. A 
| Col. A ? 
fo findet man hieraus, Elem. Sin. A — el. AN Cof. A; 
Beyde Formeln muß man, ihres vielfachen Gebrauchs 
wegen, wohl merken. * 

e $a. - i 5 


gleich; welche Formel mit M m = 


Wenn alſo, für r — v5 Mm d. i. Elem. A — 
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er e 
In dem Ausdrucke —— = ——— 
‘ e" s y 2 2 


2 "we E ? 
I Wis din verwandele man die Syrratienalgrófe 
in eine Reihe, indem man P; Q; m ín $8. hier 15 
2 
— , — 15 (et fo koͤmmt 


* Zä 1. 3. €. v5 
Mm x d(rp EE. 3.5. y 
F I. 3. 5:7. 9. e 
1. 2. 3. 4. 2^ r^ 1.2 3.4 54. ai" 
1. 5.5... (zn — 3) y?n—5 
———————M———————— 
1. 2. 3 252a (n— I) 20 —1r20—2 


und hieraus, von den einzelnen Gliedern der Reihe die 
Summe (79) genommen, 


T 


1.3.y° 1. 3. F. Y" 
3. Y 4123 


y? 
ALcydt-— —————— 
ATE : E E var 


1. 3. 5. . W 1.3.82 
8 . mer quond E 
I. 2. 3. 4. 2^. 9r* 1. 2. 3. 4. 5. 2 IIT 


1. 3. 5. . . (2n— 3) y *n—1 
iced 1. 2. 3 aa (n— 1) (2n— 1) an — 1 ran—2 
172. Eppl. Wenn A — 30°, alfo Sin. A oder y. 
für r — 1; geſetzt wird, fo kommt für den rectificirten 
Bogen von 30 Graden hier | 

Az 


Dim 


12.3.4927 77 und das ſechsfache diefer Reihe, 


oder dle halbe Peripherie für den Aalbmeffer 1, d.. 


3 3^ 5.3* 
6A — 4 ͤͤ»——ͥ— — — 
3 4 N re 4. 6. 7. 2 
7.4.35 92.535 
4. 6. 8. 9. 25 4. 6. 8 10. 11. 2” 
1 1. 9. 7. 5. 3 


4. 6. F. 18. 1 27 . 0 


und, wenn A, D, C, D, &c. die jedesmaligen vorherge⸗ 
henden ganzen Glieder bedeuten, 


A. 1 Ban ex 
6A —3 t —— 2 + 2 2 
2.3.2 4. 5. 2 6. 7. 2 
m. í 

D. 7 E. 9 i 4 G. 13? 
8.9.2 10. 11. 2 12.13. 14. 15.22 
Q(2n—3)* 
gë Aert Be — P, der ganzen Peri⸗ 


(2n—2) (2n—1)2* 


pherie für den Durchmeſſer 15 wo n jede ganze Zahl, 
von 2 an, bedeuten kann. Fuͤr n — r kaͤme hier was 
Ungereimtes. Das erfte Glied hat nämlich kein vorher⸗ 
gehendes, aus welchem es ausgedruͤckt ſeyn koͤnnte. Man 
vergleiche hiermit 109, 1. p. 85. | | 


In tiefer Reihe ift jedes Glied ein Product aus dem 
naͤchſt vorhergehenden Gliede in das Quadrat einer unge⸗ 
K 5 raden 
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raden Zahl, dividirt durch das Product des Quadrates 
der 2 in eine Proniczahl; weil das Product jeder zwo 
nähft aufeinander folgenden ganzen Zahlen (in. mr 
oder m. m- 1) immer eine Proniczahl (m? Y m) 
giebt. * 

173. Ouf. x. Fuͤr den Halbmeſſer CM = 1, fep CP 


oder Cof, Au; PM ober Sin. Az / 1— u^, fo ift 
MR z Pp, bas Element des Coſinus von A, hier ne 
gativ, oder Pp — — e, well der Coſinus kleiner wird, 
wenn der Bogen mit ſeinem Sinus waͤchſt, und umge⸗ 
kehrt. Die ähnlichen Triangel MPC, MRm, geben 
ſodann 

PM (Vi -u): MC (1) x MR oder Pp ( — e): 


e 
Y 1—u*? 


; alſo Elem. Cof. A — — el. A ze 


Min; alſo Mm oder Elem. A — — 


el. Cof. A 


— — 
quet 


Cof. A, beydes für den Halbmeſſer 1, und 


er u ML 
Mm — — e gr? fuͤr den 


» d r 2, Se u 2 
Halbmeſſer r; das Bogenelement des Kreifes dem 
negativen Producte aus dem Halbmeſſer in das 
Element des Coſinus, dividirt durch den Sinus, 
gleich. 

174. Ouf. 2. Man ſetze Sin. vers. A oder AD=x, 
fo ift P p ober MR (das vorige Element des Coſinus) 
bier el. Sin. v. A — e, und aus eben der Proportion (173) 
el, Sin. v, A 

Sin, A 


Mm m MFP d. i. Elem. A = 


der Kegelſchnitte. 155 


br do = xx) für den Halbmeſſer 1; alfo EL A = 
ecd für ben Halbmeſſer r5 woraus man, ſo 


wie aus (171. 173) den zugehörigen Bogen, und aus 
ihm die ganze Peripherie berechnen kann. Und fo kann 
man das Bogenelement des Kreiſes auch aus andern tris 
gonometriſchen Linien, und umgekehrt, dieſe wieder aus 
dem Bogen ausdruͤcken: wozu man die Proportionen 
entweder unmittelbar aus der Figur herleiten, oder durch 
Subſtitution und Umkehrung der Reihen, finden kann. 
Dergleichen Formeln aus dem Cirkel ſind ihres weitlaͤuſti⸗ 
gen Gebrauchs wegen von großem Nutzen. 


175. Ouf. 3. Aus der berechneten Kreißperipherle 
P, (170. 171) kann man nun ſehr leicht die fánge der 
Kreißbogen einzelner Grade, Minuten, Secunden ꝛc. 
in Theilen des Halbmeſſers oder Durchmeſſers berech- 
nen. Denn für den Halbmeſſer 1 druͤckt die Zahl P ober 
3, 1419 . . (170. ) die halbe Peripherie des Kreiſes aus, 
folglich iſt 

P 


—R =0,017453 292519 943295 769236 98= 


180 1 Grad 
1 Gr. | 
-0,000296 888208 665721 596153 948— 

60 * ER 1 Minute 
1 Min. 

—-50,000004 848136 811095 359935 899= 
60 Sa 2 Gecunde 
1 Sec. : 


5 770,000000 080802 280184 922665 598 


und fo ferner für die Quarten, Quinten ꝛc. 
| : Beym 
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Beym Hrn. Lambert findet man auf ber 23. Tafel 
die Lange der Cirkelboͤgen von 1. bis auf 100 Grade, unb 
von da an, von 30 zu 30 Graden, fo mie auch für Mi. 
nuten und Sceunden, insgeſammt bis auf 27. Decimal⸗ 
ſtellen berechnet. 


In der 2 4ften Tafel p. 15 1. findet man unter andern 
auch den Bogen angegeben, welcher dem Halbmeſſer der 
Laͤnge nach gleich ift. Die Rechnung dafur iſt leicht, 
wenn man einmal, wie hier, die Laͤnge eines Gradbogens 
ſchon berechnet hat. Denn man ſetze, der geſuchte Bo⸗ 
gen habe n Grade, fo ift, fuͤr den Halbmeſſer 1, alsdenn 


n. o,o 174532925. — 1; folglich n = rege 
und hieraus ber Bogen = 57°, 29577951308 
Der Reſt aus dieſer Diviſion, mit 60 multiplicirt und 
mit o, 01745 .... bividire, giebt Minuten, und die 
Wiederholung dieſes Verfahrens, Secunden, Tertien 1c. 
und ſo findet man endlich den geſuchten Bogen, beynahe 
57? 8L oder genauer 57° 17 44 48 22?" 29 
21V ... S. Eul Introd. in An. inf. L. II. $. 530. 

Härte man die Laͤnge einer Serte berechnet gehabt, fo 
hätte man den verlangten Bogen ſogleich in Sexten fu» 
chen, und hieraus denſelben in Graden, Minuten u. ſ. w. 
noch etwas leichter und geſchwinder als vorhin finden 
koͤnnen. , f 

Eine Anwendung der hier vorgetragenen Rectifica. 
tions » Methode auf tranſcendentiſche Linien geben 
nachſtehende beyde Aufgaben. 

176. Aufg. 36. Die Cykloide Ab OF (Fig. 25.) 
zu rectificiren. 

Aufl. Weil (139) Db oder y — Ad Dd, oder, 
wenn man den Kreisbogen Ad — A ſetzt, y — AL Sin. 
A, (o ift Elem. y oder e — el. A el. Sin. A — el. A el. 

| Ax 
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A & Cof, A [171] d. i. (14 Cof. A) el. A — 


el. Sin. vers. A 


(1 ＋Coſ. A) [174] alfo, wenn Sin. 
Sin. A 


vers. A oder AD — geſetzt wird, «= a den 
: ee (2r—x)e " 
Halbmeſſer 15 ober e — dus für des befihreis 


benden Kreiſes Halbmeſſer AC=r; wodurch alfo das 
Element der Cykloidenordinate y Db ganz in der 
zugehoͤrigen Abſeiſſe x — AD ausgedrückt ift, weil auch 
e, als das Element dieſer Abſciſſe, ſich auf x bezieht, 


fo daß man nun ente, oder das Bogenelement 
(155,5) der Cykloide leicht ausdruͤcken kann. 


Man ſubſtituire naͤmlich den Werth von 


a E a E ei ar—x)e? ® 


nalausdruck des Bogenelementes, fo kommt de" Le ` 


e — 
(ar—x)e 2r L 3. 
2 2 p 
det 3e" d 22 


1 
ä 3 


für das Element bes Cykloiden⸗ Bogens Ab, und hier- 
E . 


23:02. 2 


2 T X 


aus (67) oder 2 d 2rx für den rectifieir⸗ 


jeder unbeſtimmte Bogen A b der Cyklolde, der dop⸗ 
pelten Sehne des zugehoͤrigen Kreißbogens Ad 


| gleich weil d arx der Ausdruck einer ſolchen Sehne ift. 


Für x = ar verwandelt fi Ab in Ab S F und 2 Varx 
in 
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in Ar, daß alſo Ab O F = 4r, die halbe Cykloide dem 
vierfachen Halbmeſſer oder dem dopppelten Durch⸗ 
meſſer des beſchreibenden Kreiſes gleich ift. Die 
Rectification der Cykloide hat der Englaͤnder Wrenn, 
ſo wie Roberwall ihre Quadratur, zuerſt gefunden. 


177. Aufg. 37. Die Archimedeiſche Spirale 
(Fig. 26.) zu rectificiren. 
Aufl. Wenn in der Spirale rx — p y, le Abſciſſe 
x um einen unendlich kleinen Theil e der Peripherie zu⸗ 
nimmt, fo waͤchſt (143) die Ordinate y um einen pro 
portionellen Theil » ihres Halbmeſſers, fo daß bier 
rx Tre Spy hpe, und die Differenz aus beyden 
Gleichungen, die Gleichung re Spe, zwiſchen den Ele⸗ 


pé re 
menten e; e, giebt; woraus e = und e = P 


folgt. Nun iſt mR e, und CP Cr): Pp (e) = CM 
e — — 
(p: MR * ; alfo (155, 5) YmR?’+MR?=Mın 


Bi „dem Bogenelemente der Spirale, 


= d'et 


12 
pur 

Man ſubſtituire alfo ben Werth von e? = um in 
dieſen Irratlonalausdruck, fo findet man das Bogen: 


element Mm (e? 4- E 


£* 


e 
) oder Mm =: 


— — : Ini re. 
Vr. pe ye; obe hierein die Werthe von ⸗ = p? 
2 — 

ſubſtituirt, M m — "3 Vr 4- x?; woraus 


P 


kc E^ x 
y — 


m 


der Kegelſchnitte. 159 


1 CH SS 
D Í(e[r? 4 x^] für den Bogen CM der Spirale 


folgt. Die Vergleichung dieſes Elements der Spirale 
mit den Elementen (109. 166) zeigt deutlich, daß die 
Bectification der Spirale mit der Quadratur der 
rechtwinklichten Hyperbel, felglich mit den Lo⸗ 
gatitbmen , zuſammenhaͤngt. Es iſt auch wirklich 


1 1 12 4 
— f(e[x34-r*]) = =* 4 log. hyp. 
P sd us ap d ` ap i RR 1 


r4 
+ — x=2 
16 p 
NN nn 
si 
IV. 
Bon 


Enbirung der Körper, 
beſonders der runden, 


die durch Umdrehung einer krummen Linie um ihre 
Axe entſtehen. 


| 178. Erklrung. 
Dan Innhalt eines Koͤrpers findet man, man ct» 
birt ihn, wenn man die Elemente, aus denen er 

beſteht, alle in eine Summe bringt. 
179. Aufg. 38. Den Innhalt einer Pyramide 

AG DO (Fig. 31.) aus ihren Elementen zu finden. 

Aufl. In der Pyramide A G D O ſtelle man fid) das 
Perpendikel AC k, oder die Höhe der Pyramide, in 
ver⸗ 
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verſchiedene gleiche Theile AK — KH — HF — F E &c. 
getheilt vor, und lege durch die Theilungspuncte K, H, 
F, E. .. die Ebenen I, S, R, Q... insgeſammt mit 
der Grundebene B parallel: fo find die Schnitte dieſer 
Ebenen der Grundflaͤche B durchgängig ahnlich (Geom. 
61. S.) alſo (2 Zuſ.) T: B —ILa: GDı = AKa: 


B. AR . B.AHa 
ACa[f*7] ober T — vu. unb eben fo S— SZ? 

| B. AFa B. AE ad 
= at? 5 ſ. w. Nun iſt 


Ce Zut) jedes Pyramidenſtuͤck zwiſchen zwoen parallelen 
Ebenen, groͤßer als ein Prisma, deſſen Grundflaͤche die 
untere größere Ebene, kleiner als ein Prisma, deſſen 
Grundflaͤche die obere kleinere Ebene wäre, wenn beyde 
Prismata den Perpendikel zwiſchen den parallelen Ebes 
nen des Pyramidenſtuͤckes zur Höhe hätten. Aber die 
Groͤße die ſes zwiſchen nurgedachte beyde Prismata fallen. 
den Pyramidenſtuͤckes, iſt von der Groͤße jedes dieſer 
Prismatum weniger unterſchieden, als dieſe Prismata 
ſelbſt von einander unterſchieden find; und da der Unter- 
ſchied beyder Prismatum immer geringer wird, jemehr 
ihre Hoͤhe abnimmt, je naͤher die parallelen Ebenen des 
Pyramidenſtuͤckes an einander ruͤcken, und dieſe Naͤhe⸗ 
rung uͤber alle Graͤnzen fortgeſetzt ſich gedenken laͤßt: ſo 
muß endlich, wenn die gleichen Höhen dieſer Körper klei⸗ 
ner, als jede angebliche Groͤße betraͤgt, d. i. wenn die 
beyden parallelen Ebenen einander unendlich nahe ange⸗ 
nommen werden, der Unterſchied beyder Prismatum in 
Vergleichung mit dem auf der obern oder untern Ebene, 
und um fo mehr in Vergleichung mit dem dazwiſchen faf; 
lenden Pyramidenſtuͤcke, unter alle Graͤnzen ſich vermin⸗ 
dern; alfo ein ſolches unendlich kleines Prisma von bem 
zugehörigen Pyramidenſtuͤcke nicht mehr zu unterſchelden, 
ſolglich ihm gleich ſeyn. iot 

| Wenn 
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Wenn man alfo die Hoͤhe AC — E in unendlich viele 
unendlich kleine gleiche Thelle getheilt, und durch alle Thei. 
lungspuncte, wie vorher, parallele Ebenen mit der Grund⸗ 
fläche, gelegt, fid) vorſtellt: fo findet man ben Innhalt 
der Pyramide 480, aus der Summe aller, ums 
endlich vielen, unendlich kleinen, über den durch. 
gelegten Ebenen aufemanderſtehenden Prismen, 
die beſtaͤndig, um unendlich kleine Unterſchiede, 
von der Spitze herab, groͤßer werden. Setzt man 
nun ein ſolches unendlich klelnes Theilchen des Perpen— 
dikels, hier AK — e, fo i AH — 2e; AF — gei. 


ait B S" nih dar 
AE = 4e u. f, w. alfo T= zi 1. % 8 Ge 


B ! Bru 
R pe 3. 23 Q e Fr: 4^. e &c. und es giebt 


bier fo viele Grundflächen, fo oft e in £ enthalten ſeyn 
f : 
kann, d. i. n alſo auch 2 über einander ſtehende 


Prismen, von welchen jedes ein Product aus feiner Bafı 
in die unendlich kleine Hoͤhe e iſt. Folglich iſt 


e 
AGDO eT 4 eS eR eQ,. eben E 
pez EEN 8 DN ch 
(1425435 tan, 430 = ge Sei [66] 


oder die Pyramide AGDO = 3 ER, dem Drittel des 
Products aus der Soͤhe in die Grundflaͤche; wie 

aus der Elementargeometrie bekannt iſt. ö 
180, Ouf. Wäre die Grundfläche B, fo wie jeder 
parallele Schnitt mit ihr, ein Kreiß, oder die Pyra⸗ 
mide ein Kegel, von det Grundfläche B, der Höhe AC 
= £5. fo ließen fid) für den "n eben die Schlüffe ( : 39) 
anbrin⸗ 
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önbringen, und man fände dieſes Kegels koͤrperlichen 
Innhalt  PfB. Die Verhaͤltniß nehmlich eines Re⸗ 
gels zu einer Pyramide, wenn beyde uͤber gleichgroßen 
Grundflächen einerley Soͤhen haben, ift bekannter⸗ 
maßen eine Verhaͤltniß der Gleichheit. ` 


181. Anm. Die hier angebrachten Schlüffe find eben 
dieſelben, deren man ſich (61) bey den Flaͤchen bedient hat; 
und hierinnen beſteht die ſo vortreffliche Methode der Er⸗ 
ſchoͤpfung (Methodus Exhauſtionum) der Alten, weil 
man nämlich, wenn man die Prismen auf den groͤßern Ba- 
fibus oberwaͤrts, als fo viel umgeſchriebene, die Pris⸗ 
men auf den kleinern Bafibus (denn jedes Pyramidenſtuͤck 
bat eine größere und kleinere Baſin) niederwärts, als fo 
viel eingeſchriebene Prismata betrachtet, durch bie uns 
endliche Anzahl von Prismen, die man hier um und in die 
Pyramide beſchrieben gedenkt, die Beſchreibung von aufs 
fen und innen gleichſam erſchoͤpft. Newton hat fid) 
dieſer Methode, anſtatt der neuern, ſchwankenden Methode 
des Untheilbaren (Methodus Indiviſibilium) des (fas 
valerius, häufig bedient. Man pflegt die Erſchoͤ⸗ 
pr go Methode auch oft die Methode der Graͤnzen 
(Methodus Limitum) zu nennen; denn die gegebene Py⸗ 
ramide ift hier die Graͤnze, welcher ſich die Summen als 
ler, immer mehr und mehr bervielfaͤltigen, ein oder umgeſchrie⸗ 
benen Prismatum, ohne Ende naͤhert, fo wie Ce die 
krummlinichte Flaͤche die Graͤnze der ein und umgeſchrie⸗ 
benen Rectangel war. Eine umſtaͤndliche Entwickelung, ja 
ſelbſt eine Erweiterung dieſer Methode, nebſt ihrer mannich⸗ 
faltigen Anwendung, kann man beym Mac- Laurin, in der 
Einleitung zu feinem großen Werke von den Sluxionen 
nachleſen. Euklides hat ſich derfelben vorzüglich im raten 
Buche feiner Elemente, Archimedes aber faſt durchgaͤn⸗ 
gig bey ſeinen Unterſuchungen bedient. 


Ich 
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Ich habe übrigens die Aufloͤſung dieſer Aufgabe etwas 
umſtaͤndlich auseinander geſetzt, um den Nutzen und Ges 
brauch dieſer Methode, deren man ſich noch itzt, wiewohl 
unter einer etwas veraͤnderten Geſtalt, zu Befeſtigung der er⸗ 
Ben Gründe der hoͤhern Geometrie mit Vortheil bedient, an 
einem Exempel zu zeigen; wobey ich den 61. Satz der Geo⸗ 
metrie des Hrn. Hofrath Kaͤſtners vor Augen gehabt habe. 
Denn dieſes Buch Dat, fo mic bie übrigen mathematiſchen 
Schriften dieſes großen und erhabenen Meßkuͤnſtlers, meiner 
Einſicht nach, vor vielen andern Anleitungen den Vorzug, 
daß man darinn die beſten Methoden der Alten und Neuern 


geſammlet, und mit einer fruchtbaren Kuͤrze bey den Aufga⸗ 


ben und Lehrſaͤtzen angewendet antrifft. Ein gleiches Lob 
muß man den Lehrbuͤchern des Herrn geheimden Raths von 
Segner und des Herrn Profeſſor Karſten wiederfahren 
laſſen; woraus zugleich die Brauchbarkeit einer ſolchen Geo⸗ 
metrie, neben des Euklides feiner, ſattſam erhellet, ba außer⸗ 
dem, nach dem einſtimmigen Urtheile aller einſichts vollen 
Mathematikverſtaͤndigen, noch bis itzt, keine Geometrie der 
Euklideiſchen den Vorzug hat ſtreitig machen koͤnnen. 


182. Aufg. 39. AM (Fig. 32.) ſey ein Bogen eis 
ner krummen Linie, von welchem AP, PM die 
rechtwinklichten Coordinaten x, y; ſeyn moͤgen. 
Wenn ſich die Flaͤche APM, um die unbewegliche 
Linie AP, als eine Axe dreht; fo entſteht ein runder 
Korper AM NM M. Wan fell einen Ausdruck für 
das Element dieſes Roͤrpers ſuchen, aus welchem 
man nachher den Innhalt deſſelben finden kann. 


Aufl. Man ziehe noch eine andere Ordinate pm, fo 
wird pin ſowohl als PM, bey der Umdrehung einen Kreiß 
beſchreiben. Das Coͤrperſtuͤck nun, zwiſchen dieſen pa» 
rallelen Kreiſen, ift größer als ein Cylinder, der den 
Kreiß mit PM zur Grundflaͤche hat, aber kleiner als ein 
Cylinder, uͤber dem Kreiſe mit pm, wenn beyde Pp, dle 

ga Dicke 
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Dicke des zwiſchen dieſe Cylinder fallenden Koͤrperſtuͤckes, 
zur gemeinſchaftlichen Höhe haben. Je kleiner nun hier 
Pp angenommen wird, deſto geringer wird auch der Un⸗ 
terſchied beyder Cylinder ſeyn; und da man Pp unter 
alle Graͤnzen verkleinern kann, ſo findet hier wie (180) 
eine Naherung dieſer Cylinder ohne Ende ſtatt, fo 
daß endlich die Verhaͤltniſſe beyder Cylinder, und folalich 
des dazwiſchen fallenden Koͤrperſtuͤcks, Verhaͤltniſſe der 
Gleichheit werden. Das Element des von ber um» 
drehenden Flaͤche APM beſchriebenen Koͤrpers, iſt alſo 
einem Cylinder gleich, deſſen Grundflaͤche ein Kreiß mit 
PM oder y, die Höhe das unendlich kleine Pp — e, oder 
das Element der Abſeiſſe x, iſt. Wenn alfo die Ver⸗ 
haͤltniß des Durchmeſſers zur Peripherie wie 1: P 
geſetzt wird: fo ift 2 Py der Umfang des Krelſes mit y, 
unb Py? dieſes Kreiſes Flache, woraus endlich ePy” 
für den Ausdruck des Elementes des runden Där, 
pers folgt: | 

183. Zuſ. 1. Man ziehe die Tangente TMm, fo 

wird der Triangel "T pm bey feiner Umdrehung um die 
Axe Ab einen Kegel beſchreiben, deſſen Grundflaͤche der 
Kreiß wit pm, die Spitze Uu, In dieſem Kegel ift 
der von A m beſchriebene runde Körper ganz eingeſchloſ⸗ 
fen, alfo das Element dieſes Körpers, oder bas Koͤr. 
perſtuͤck zwiſchen den unendlich nahen Parallelkreiſen mit 

m; PM, als ein abgekuͤrzter Kegel von der unendlich 
kleinen Hoͤhe Pp, zwiſchen dieſen Parallelebenen, angue 
ſehen; und fo bekommt man (Geom. 63. S. e, Zuf. 
wenn man das dortige y hier e, und R. r, hier y ſetzt) fuͤr 
dieſes Element den vorigen Ausdruck e P ys. 


184. ouf. 2. Man ſuche alfo, aus der gegebenen 
Gleichung für die Linie AM, den Werth von y? in x 
auszudrucken, und ſubſtituire denſelben in die vorherge⸗ 

fundene Formel fuͤr das Koͤrperelement, ſo findet man 

n dar⸗ 
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daraus, wenn man die Glieder einzeln fummirt, (66.79) 
den Inn halt des von der veraͤnderlichen Flaͤche APM 
durch Umdrehung erzeugten Körpers, in x ausgedruckt; 
und fo giebt die gehörige Beſtimmung von x, ben Inn⸗ 
halt des gegebenen Körpers in bekannten Groͤßen, aber, 
wegen der damit verwickelten Irrationalzahl P, doch im⸗ 
mer nur approximatoriſch. 


185. Gf. 3. Wenn die Ordinaten PM — y der ge 
gebenen Linie, auf der Umdrehungs-Axe nicht ſenkrecht 
ftünden, ſondern mit ihr einen ſchiefen Winkel MP p zr 
machten, fo wäre der Halbmeffer der Grundfläche des 
unendlich kleinen Cylinders, oder des Koͤrperelementes, 
hier nicht pm, oder PM fonbern das Perpendikel pm 
oder Pm, und feine Höhe nicht Pp, ſondern P ps alſo das 
Koͤrperelement hier Pp. P. PM; Nun iſt er: fin. z = 

(fin. =)? 


fin. 4. 
PM'(y): PM — y. —— Mo PM* zy. T 


welches in vorhergehenden Ausdruck ſtatt PM* ſubſtſtui⸗ 


. Py". (ſin. z)* 
tet, . fuͤr das Element des durch Um⸗ 


r 
drehung der Fläche entſtandenen Körpers giebt. 


186. Aufg. 40. Den Förperlichen Innhalt ei⸗ 
nes ſenkrechten Regels ABC (Fig. 33.) zu finden. 

Aufl. Der Innhalt eines ſolchen Kegels iſt bereits 

. (180) aus (179) hergeleitet worden. Hier findet man, 

wenn des Kegels Hoͤhe AD Sa, der Grundflaͤche Halb⸗ 

meſſer D C Sb geſetzt wird, ben Innhalt folgender Ge⸗ 

flat: Sr AP x; PM—y; it AD (a): DC (b = 


| b 
AP (x): PM ober y =— die Gleichung für die gerade 


finie AM, die hier zugleich die unbeſtimmte Seite des 
3 Kegels 
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8 
Kegels abgiebt. Alſo ift y^ — —— und, den Werth 


ePbsx* 


von x” in die Formel (182.) fubftituiet, — das 
e ja ; a 


veränderliche Element des Kegels, folglich (66) 
Pbzx⸗ 


3.25 der unbeftimmte Innhalt deſſelben, aus 


welchem, x — a geſetzt, der Innhalt des gegebenen 
Begels ABC a. Pb? folgt. 

187. Ouf, Wäre des Kegels Are AD — x, unter 
einen ſchiefen Winkel =”, gegen bie Grundfläche qe» 
neigt: fo wäre, für einen Perpendikel AE, von des Ra 
gels Spige auf die Grundfläche, 1: x — fin. : AE, 
oder AE — x. fin. z, alſo der Kegel ABC — AE. 
Pb^-ixíi.z.Pb?, unb füt x — a; ABC — ja 
Pba ſin. r. Fuͤr einen ſenkrechten Kegel wird (in.z — 1; 
alfo fein Innhalt za Pb* wie 186. , 


188. Aufg. 41. Den unbeftimmten Innhalt 
jedes, durch Umdrehung eines Kegelſchnitts um 
feine Are, entſtandenen Sphaͤroids S, allgemein 
aus zudruͤcken, und daraus ein gegebenes Sphaͤroid 

zu beſtimmen. 


Aufl. Aus (182) kommt, für die große Axe a; und 
px*.. px? Ppx* 
Jarameter p; S=P | — + — 7 = — 
ben Pa p; S C 2 T 3a ) Ca 
> ® Cap 
(3a -2x)wPpx* GF) für alle Kegel⸗ 
ſchnitte. Hieraus folgt: 


1) für ein ganzes elliptiſches Sphoͤroid um die 
große Axe a, für welches x Da wird, aus dem obern 


Sei; 


der runden Körper. UH P 
E Ppa? P ei Pc?a 
Zeichen, 8 —.— s ek E Ke (Alg. 366) 


Fur die Kugel vom Durchmeſſer a, iſt bier auch c oder 
Pa* 

paz alfo der Kugel Innhalt 8 — T unb bey⸗ 

bee River Verhaͤltniß, oder 8: S — pe 


wo c die kleine Axe des elliptiſchen Sphaͤroids be⸗ 
deutet. 


2) für ein elliptiſches Sphͤͤroid x um die kleine 
Axe c, für welches y = qz — = die Gleichung der 


umdrehenden elliptiſchen Fläche wäre‘, wo 2 die Abfeiffe 
vom Scheitel auf der kleinen Axe, y ble zugehörige Or⸗ 


a? 
binate, unb qe bm Parameter auf der kleinen Axe, 


bedeutet, (56) hätte dieſe Gleichung einerley Geſtalt mit 
der gewoͤhnlichen Ellipſen Gleichung für die Haupt oder 
große Axe, fo daß wan in dem vorher gefundenen Aug, 
drucke des Sphaͤrolds (188, 1) ſtatt der dortlgen a; c5 p; 
x; hier nur c5 a5 q; 2; ſubſtituiren, und endlich 2 So, 
fo wie dort x — a ſetzen darf, um den verlangten koͤrper⸗ 
lichen Innhalt in bekannten Größen zu finden. Diefes 


, : Paz? 
giebt für den unbeſtimmten Innhalt P (30 — 22); 
/ " — N P q C 2 
alſo, 2 —c geſetzt, das ganze Sphaͤroid 2 = s e 
* Fur eine Kugel x vom Durchmeſſer c, kaͤme 


La | bier 
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UE Um : a? 
bier x = Se Br ng ee: 


e^, alfo ift auch S: S'— x: X 


3) Ein Cylinder C, der die große Ellipſenaxe a 
zum Durchmeſſer der Grundflaͤche, die kleine Axe c 


| UE "ei 
zur Soͤhe hätte, wuͤrde us zum koͤrperlichen Innhalte 


Pa?c Pa? 
haben, Alſo wäre x:C — : —— 


— 3- 


Eben fo wäre, für einen Cylinder C, von bem Durch» 
e Za Pc? 

meſſer c bet Aöbe a; S: C x - d = 2:3; 
alſo in beyden allen das elliptiſche Sphaͤroid, fo wie 
die Kugel, J von einem umſchriebenen Cylinder. 


4) fuͤr das Hyperboliſche Conoid von der Hoͤhe 
* Sa, dieſes Koͤrperſtuͤckes Innhalt = 3 Ppa*; alfo 
fände man das Conoid aus der gleichſeitigen Sy. 
perbel, für welche p — a, bey eben dieſer Höhe 2 Pas; 
wenn man naͤmlich in dem unbeſtimmten Janhalte 


Px2 s 
; = (32 +2x) eines ſolchen Körpers, x — a ſetzt. 


5) für das paraboliſche Conoid, für welches 
in dem allgemeinen Ausdrucke Pp ( 1 — le Are 


Er unendlich, alfo 1 — = o iſt, der unbeſtimmte Inn⸗ 
belt PX? = Py?^x ` 
x NEN oder, y? ſtatt px geſetzt, un Ein ſolches 


Stuͤck 
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Stuͤck des paraboliſchen Conoids ift alſo die 
Saͤlfte von einem umſchriebenen Cylinder Py^x, 
der mit dem Conoid einerley Höhe (x) und Grund» 
flaͤche (Py?) hat. Dieſes Conoid hat zu einem in ihm 
elngeſchriebenen Kegel, eben die Verhaͤltniß, welche ein 
Cylinder, deſſen Höhe und Durchmeſſer einander gleich 
ſind, zu ſeiner eingeſchriebenen Kugel hat. 


6) Fuͤr unendliche Parabeln, y m = p? xk, wäre 


n K an ak 


y-p" x" a y*-—p" x"; und fuͤr Conoiden 
olcher Parabeln das Element (182) ebe" en 


2 


x" und (66) der unbeftimmte Innhalt biefer Co⸗ 


am ik) an In 
P m m m P m hem 3 T 
noiden = Fri ess — 
N + I 2K m 
EE get Thelle des um 
u 2 Eod quum U 
2 k Em eh. 2K m — 


ſchriebenen Cylinders. 


189. uf. Betrachtungen über die durch Umdre⸗ 
hung eines Kegelſchnitts um eine unbewegliche Are ent, 
ſtehenden Koͤrper, hat bereits Archimedes in einem be⸗ 
ſondern Buche von den Kegel- und Kugel ⸗aͤhnlichen 
Figuren, angeſtellt, in welchem er, nebſt andern Unter⸗ 
ſuchungen, die Verhaͤltniß dieſer Körper gegen einander 
feſtgeſetzt, und die Vergleichung der ganzen Koͤrper ſo⸗ 
wohl, als derer, durch verſchiedentlich gegen die Um⸗ 
drehungs⸗ Are geneigte Flächen, von ihnen abgeſchnittenen 
Theile, mit Kegeln oder Cylindern, die gleiche Hoͤhen und 
X Grund⸗ 
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Grundflaͤchen mit den ſphaͤroidiſchen und conoidiſchen 
Koͤrpern haben, beſtimmt und berichtlgt. 


190. Aufg. 42. Die rechtwinklichte Hyperbel 
DAN (Fig. 24.) deren Gleichung yx — a" für CI 
— 4; CDS x; DE=y; drehe ſich um die Aſym⸗ 
ptote CF; Man foll den JInnhalt des auf dieſe Art 
erzeugten Körpers finden. 

: 2 , 
Aufl. Well y — — art plants"; 
alſo das Element diefis Körpers (182) oder ePy? — 


Pasx—! 


et 


ePa*x-*, und der Janhalt deſſelben = 


Pa^ 
* — — alfo negativ, tole die Flaͤche (87. p. 65.) 


auf der Aſymptote. Dieſes Koͤrpers Innhalt verſchwin⸗ 
det hier für x — oo, fo wie dort die Flaͤche, und gehört 


| Bach a 
alfo ber Ausdruck — — dem unendlich langen Koͤr⸗ 


per zu, deſſen Spitze fi, über dem Kreiſe mit DE, als 
einer Grundfläche, nad) P; G; zu erſtreckt; welches hier 
durch das negative Zeichen angedeutet wird, das ſich nur 
auf die Lage des Koͤrpers, nicht auf ſeinen Innhalt 
oder ſeine Groͤße beziehen kann. 


191. Ouf. 1. Dieſes Körpers Innhalt iſt alſo 

Pan P d 

u "Gp Fuͤr CD — CI, oder x — o, kommt 

des Körpers, deſſen Grundfläche ein Kreiß mit CI ifft, 
P 4 

Innhalt = = Pa* 95er Körper Differenz 

Pa? 


der runden Körper. (o0 NE 


Ban Pa? : P. » 
1 e ER * 1 — 
e = oder : (x— &) d. i. bier CD 

. CI«. ID J 
(CD — CI) oder — 55 — giebt das Stuͤck dieſes 


Koͤrpers, das zwiſchen den parallelen Kreiſen, welche die 
Ordinaten I A und DE beſchreiben, enthalten ift, 


4 4 

192. Zuſ. 2. Fuͤr x o, wird A es e? ade, 
für den unendlich hohen Körper, über der unendlich groß 
fen Grundfläche, welche die Aſymptote CQ, als ein 
Halbmeſſer betrachtet, bey der Umdrehung um die Are 
CF beſchreibt. Bey dieſem unendlich großen Koͤrper iſt 
alſo das Stuͤck, zwiſchen den Kreiſen mit DE und der 
Aſymptote CQ, das zuraͤchſt an das zwar unendlich 
lange aber doch dem Innhalte nach endliche Koͤrper⸗ 
ſtuͤck, über der Kreisflaͤche mit DE, graͤnzt, unendlich 
groß. Beyde Stuͤcke dieſes Koͤrpers ſind alſo unendlich 
lang, aber das eine iſt endlich, das andere unendlich groß, 
weil ſonſt beyder Summe nicht unendlich ſeyn koͤnnte. 


t T 
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* ede! Jie Jede Je ës ee 3e 
V. 
| Bon Pet 
Quadratur ber krummen Seitenflaͤchen, 


derer 


durch Umdrehung einer krummen Linie entſtan⸗ 
f denen runden Koͤrper. 


193. Aufg. 43. 


Se Element einer durch Umdrehung einer Liz 
nie um ihre Axe entſtandenen krummen 
Flaͤche (Fig. 32.) zu finden. 

Aufl. Indem der Bogen AM = A mit ſeiner Or, 
dinate MP, durch Umdrehung um die unbewegliche Axe 
AP, einen Körper (182) erzeugt: beſchreibt das Bo⸗ 
genelement M m, einen ringformigen Streifen, der 
das Koͤrperelement als eine Seiten- Släche umgiebt. 
Dieſes Streifens Grundlinie tft alſo die Peripherie d, 
nes Srel e mit PM oder y, feine Soͤhe, das Element 
Mm des Bogens AM; alſo der Ausdruck für dieſen un. 
endlich ſchmalen Streifen, oder das geſuchte Element 
der krummen Flaͤche = 2 y. Mm = 2 Pe. Norm. A; 
wenn man den Werth von Ma aus 155, 2. ſubſtituirt. 


194. Ouf. Man fónnte, fo wie das Koͤrperſtuͤck 
zwiſchen den Parallelkreiſen mit den Halbmeffern. p m, 
PM, als ein abgekuͤrzter Kegel betrachtet worden iff, auch 
hier die Seitenflaͤche dieſes Koͤrperſtuͤckes als den Unter⸗ 
ſchied zwoer ſeukrechten Kegelflaͤchen, über eben dieſen 
Kreiſen anſehen. Aus Geom. 64. S. 4. Z. fände man 
dieſer Flaͤche Innhalt = P. Mm (PMApm) mo Mm 
i des 
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des abgekuͤrzten Kegels Seite bedeutet. Wird nun dies 
ſelbe unendlich klein angenommen, fo faͤllt dos Bogen⸗ 
element Mm mit dieser Seite, oder dem Tangenten⸗ 
elemente M m zuſammen, (155) und fo kemmt, weil auf 
den Fall pm = PM = y angenommen werden darf, das 
Element der krummen Flache = P. Mm. 2PM = 
2 Py. Mm = 2 Pe. Norm. A; wie (193) 

195. Aufg. 44. Die krumme Seitenflaͤche eines 
ſenkrechten Kegels A B C (Sig. 33.) zu finden. 


Aufl. Nach der Bezeichnung (186) koͤmmt PM 
bx " 
oder y — —, für die unbeſtimmte veraͤnderliche 
Selte des Kegels, durch deren Umdrehung die Kegel⸗ 
flaͤche mit dem Kegel erzeugt wird. Nun iſt (39) der ges 
b b 
raden Linie y — - — 0; Subnormale = =; alfo 


2.7 


` b EA , 
y^t En das Quadrat der Normale, folglich die 
a e 


EE bx — ͥ S 
Normale — I va^ b* = iz dato, unb 2 Pe. 
` be Tee 4 
Norm. A — 2 Pe. 7, Ya°+b*, dem Elemente der 
3 Pb ` 
Érummen Flaͤche; alſo (66) € va^ ba, der vers 
aͤnderlichen krummen Seitenflaͤche des Kegels gleich; 
woraus, X Da geſetzt, die Seitenflaͤche des gegebenen 
Kegels ABC — Pb Ja- Ab folgt. | 


196, Ouf. Weil a? b? = AC, der Seite bes 
Kegels, und Pb der halben Peripherie, des mit dem 
| Halbe 


ez? 
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Halbmeſſer D C Sb beſchriebenen Kreiſes (der Grund. 
fläche des Kegels) gleich if: fo findet man die krumme 
Seitenflaͤche eines ſenkrechten Kegels, aus dem Producte 
der halben Peripherie ſeiner Grundflaͤche in des Kegels 
Seite; wie bereits aus den Elementen bekannt iſt. Die 
Flaͤche des abgekuͤrzten ſenkrechten Kegels, findet 
man hieraus leicht. Die Flaͤche eines ſchiefen oder un⸗ 
gleichſeitigen Kegels hingegen, iſt ſchon ſchwerer zu 
finden, 


197. Aufg. 45. Die Flaͤche einer Kugel zu 
quadriren. 


Aufl. Fuͤr den Durchmeſſer a iſt des beſchreiben⸗ 
den Kreiſes Normale — £a (171) alſo das Flächen 
Element oder 2 Pe. Norm. A. — Paexo, woraus (66) 
Pax für die krumme Flaͤche tines Kugelabſchnitts 
folgt, Feilen Höhe x if. Fuͤr x — a, kommt alsdenn 
Pas für die ganze Augelfläche. Setzte wan den 
Halbmeſſer der Kugel, oder Za Dr, fo waͤre Paz — 4. 
Pre; alſo die Rugelfläche fo. groß als vier größte 
Kreiſe der Kugel (Geom. 65. ©.) 


198. Aufg. 46. Den Innhalt der krummen 
Si&cbe Qeines paraboliſchen Afterkegels (Fig. 32.) 
3u finden. ` 


Aufl. Für die Parabel ift (44) Norm. N cs 2 


= 
EI 


Yo’ 4px) alfo 2 Pe. Norm. A — ıPe Ip tapx 
D 

==Pe(p?+4px)”, dem Elemente der paraboliſchen 
| h 

Regefläche. Man ke (p? - 4 px) =z; und fude 

e, das Element der Abſeiſſe x, nun ín s, dem Elemente 

der Ordinate 2, vermittelſt der Formel Gen 

ET Subtang. 


— 
— 
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Së R auSjubrüden, Aus dem Angenommenen folgt 

; 

P°+4px=z* oder 2 — 4px — pp zo; und 

D a 

hieraus (21) dieſer krummen Linie Subtang. = 47 
| 4 


: & Subtang. 
Weil mm e ——— 5. 
Ké 


, fo kommt, ben Werth dies - 


b. 222 £z 
ERES = -— 5 afe 
4pz "p 


Pez.z Pez? 


ſes Subtangenten ſubſtituiret, e = 


A 
Pe (p p = 


, H P P 
f(Pe (p Apr)  —— fen “er (66) 
Diefes giebt, flatt z feinen Tg geſetzt, 


N Ge + Conft, 
0p 
Soll nun hier Q für x = EQ verſchwinden (denn in die⸗ 
ſem Puncte, welcher der Scheitel des paraboliſchen H 
terkegels iſt, hat die jme Fläche keine ER) 


fo muß o Ae + Conft. oder 
pps 3 
N- 

Con. m LS uL. Se ^ - 

6p TM 

2 
P( 24 e — 3 : s 

US 33 ſehn. Eben ſo 


6p 
koͤmmt, y ſtatt px geſetzt, 


Ha 
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eb 
E S 


lichen Innhalt der krummen Slaͤche des paraboli⸗ 
ſchen Afterkegels. 


199. Gut, 1. Wenn man in dem Ausdrucke des 
1 


Flaͤchenelementes Pe (p' TApXx) ; die Irrationalgroͤße 
in eine unendliche Reihe (88) aufgelöfet, und alles in Pe 
multipliciret hätte, fo bátte man 


für den veroͤnder⸗ 


. ax? 3 
Elem. Q 2- Pe(px? 4-2x — e X — 
P P 
KEE A 28 * Rax® 264x* 
See F ) und 
P P P p 
hieraus (66) | 
| TLLA x^ ax’ 
se P.C x4x? — — + * eben, e 
Uz F(p E p 2 
..14x°® 12x” à 
—- yes SC SC .) für ein kleines x 
| 8p : 


| t 
gefunden. Fuͤr ein großes x hätte man (apX T p) 
entwickeln muͤſſen (110) Der hier gefundene Ausdruck 
für Q, ift nun dem vorigen (198) vollkommen gleich; 
denn es iſt das dortige ; 


: ` 3 1 d . 
(p*t4p3 = p! 6px + Spx? — 4x! 
| Br  4ax* agito. aii. egt 
po Beer p or Orr in 

P H Gab P 


wovon pP? abgezogen, und das Ganze mit 6 p dividirt, die 
— vorige 


Së A 
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x3 4 ax’ 
vorige Reihe: px + x? — Au + — VE vcre 
| 35 P p 
giebt, die in P multiplicirt, ben Werth der unbeſtimm. 
ten krummen Flaͤche Qausdruͤckt. : N 


200, Ouf. 2. Geſetzt man hätte die Reihe p’+6 px 
: 6x* 
| ee &c. — A, die daher entſte⸗ 


d ei N 2x? x^ 
het, wenn man die Reihe px Xx — e GE | 


(199) durchgehends mit 6 p multlpficiret, und p? dazu 
addirt, irgendwo gefunden, und man vermuthete oder 
man wuͤßte es gewiß, daß die Reihe A nichts anders als 
eine entwickelte binomiſche Wurzelgroͤße waͤre: ſo 
fände man die beyden unbekannten Theile &, O, und den 
Exponenten m dieſer Wurzelgroͤße, aus den Greg erſten 
Gliedern der Binomial⸗Sormel ( I g) m = om 
1D. m I 


+man-tß+ qr KE m Q^... Denn 
1. 2. 


bier wäre I) * m — p^; II) ma-* Q = 6p?x; 
INS AT 


III) , * m- Bi — 6px^, unb fo wäre 


alfo, für die drey unbekannten Größen a, G, m, auch tren, 
von einander unabhängige, Gleichungen gegeben, aus 
denen ſich dieſelben nothwendig muͤſſen beſtimmen und 
36 p* x? 


finden laſſen. Aus II. und III. kommt 
= D — 12 px” 


m. in be, Es d * m — 


M 2m 3) 


m' am 2 


und hieraus m = 
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(3m —3) 


= p’=p?, dem Werthe fuͤr m aus J. unb fo 
à; 3 
kommt der Exponent m = 3; Folglich iff am oder a 
ar 6p* x 6p^x 
pa zz p?; al = — — - 
p! unb * p^; alſo G "UT ry 


SS 
een 


| 3 
= 4px; und endlich (a -- (2) — (p? -- 4px) wo die 
erſten drey Glieder der zu entwickelnden Wurzelgroͤße 
3 


(p? 4px) ganz gewiß mit den erften drey Gliedern 
der Reihe A, und fo auch die übrigen Glieder aus Dies 
ſem Irrationalausdrucke, mit den uͤbrigen Gliedern von 
A, übereinfommen werden, wenn A eine Wurzelreihe iff. 
Dieſe Erfindung der binomiſchen Wurzelgroͤße durch die 
aus ihr entwickelten Reihe, kann in gewiſſen Faͤllen hr 
nuͤtzlich ſeyn. 


201. Ouf. 3. Die drey Gleichungen (200) werden 
naͤmlich die Größen &, Z, m immer beſtimmen, auch 
auf den Fall, wenn die Relhe A keine Wurzelreihe waͤre. 
Man findet hier naͤmlich einen Irrationalausdruck, wel⸗ 
cher, in eine Reihe aufgeloͤſet, die drey erſten Glleder von 
A nach ihrer Ordnung enthaͤlt; die übrigen Glieder der 
Reihe koͤnnen von den übrigen Gliedern in A unterſchie⸗ 
ben ſeyn, weil das Verfahren (200) eigentlich nnr drey 
Glieder beſtimmt. Die Vergleichung alfo beyder Rei⸗ 
hen, der erſt gegebenen, und der aus dem gefundenen 
Irrationalausdrucke neuentwickelten Reihe, muß hier ente 
ſcheiden, ob der gefundene Irratlonalausdruck mit der ge⸗ 

gebenen Reihe A einerley ſey; und daß wird allemal ſeyn, 

wenn A wuͤrklich eine Wurzelreihe ift. 


VI. 
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VI. 


Anhang 
einiger Aufgaben, 
die 
Kegelſchnitte betreffend. 


202. Aufg. 47. ! E 
IN einer (Fig. 34.) von zwoen, einander recht, 
winklicht durchſchneidenden Linien QC, DE, 
nehme man einen Punct F nach Gefallen. 
GH ſey ein Stück einer Linie, in welcher alle 
Puncte gegen die Linie QC, und den Punct F in 
der andern Linie DE, eine ſolche Lage haben, daß 
ein Perpendikel M B. zu dem correſpondirenden MF 
beſtaͤndig in einer und eben derſelben Verhaͤltniß 
(r: q ſey. Man ſoll die Gleichung für die Linie 
GH, oder den geometriſchen Ort für den Punct 
MN ſuchen. d cé E 
Aufl. Man theile D F nad) der Verhaͤltniß r: g 
oder BM: MF, und ſetze, wenn A der Theilungspunct 
it, DA — m; AF n, ſo iſt BM: MF r: q— 
mn; Man fälle ferner das Perpendikel MP, fo iff 
für AP=x und MP —y; FPF=x—n; FM= 
X (x—n)* y? und BM = DP DA ＋ AP zs 
mx. Da nun nach der Bedingung der Aufgabe 
durchgaͤngig 

BM: FM?’ = m?: n 

d. i. (m): (x —n)?-F y? zm?: n? 
M 2 oder 


E 
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oder Com" ams +x?):(n’—anx+x’+y’)=in?:n* 


r Y : 
(amn? + 2m*^n) x + (n? — m?) x? 
REEL Pa. VEER 
m 
^ en(ntm)x | n^— m2 
oben x tree 
m m 


der geometriſche Ort für den Punet M, oder die (Blei 

chung für die Linie GH, in welcher alle Puncte die ge. 
forderte Eigenſchaft haben, und die nach Beſchaffenheit 
des Verhaͤltniſſes m: n oder r: q verſchieden ift. 


203. Zuf 1. Nimmt man an, daß MB gegen ME 


| 1 I : 
unendlich klein, alfo m = — , ober up 79 fen: fe veraͤn⸗ 


dert ſich die Gleichung (202) in y 2n?^osx 4 nN x2. 

Hier verſchwindet nun das Glied zn? oo x, als ein um 

endlich kleineres, gegen n= x2, und bleibt alſo 
: nx 


2— n2 &2x2 i ze H 0 R 
y 12 Sa x? das iſt y apo menn 


man hier » für o ſetzt; und gehoͤrt alſo die Gleichung 


in dem Falle für eine gerade finie, ` 


-204. Ouf. 2. Setzt man aber in der Gleichung 
(202) m — co, fo wird aus ihr, die Glieder weggewor⸗ 
fen, die gegen die unendlich größern verſchwinden, 


H^ 
Bar, oder y anx— x”, die 


Gleichung fuͤr einen Cirkel, von dem Durchmeſſer 
2n. Die geſuchte Linie ift alfo ein Cirkel, wenn BM 
gegen MF unendlich groß iff. 

205. 
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205. Ouf. 3. Wenn aber n ſowohl als m endlich find, 
auf welchen Fall ſich die Aufgabe (202) eigentlich bezieht, 
n — m? 


fo ifi, wenn n = m angenommen wird, ——— = 9 
d I 


2 — m2 


. 3 2n(n4- > | 
alfo y? = Dg Fuͤr n m iſt — 


n2? m2 «x à 
negativ; folge 


poſitiv, aber für n < m ift 


2 
In 


zn (nm) 
linux 
m 


lich in der Gleichung y* — 


(n* — m?) p 
e E c Corfficient von x^ zweydeutig. 


mn 


29 
Setzt man nun — m 
1 


Di n—m 
n?— m? | 3 
fo ift ee — und, fuͤr oberwaͤhnte drey 


Solle, vi —px;y^— px t — oder endlich 


vis px — EL daß alfo die Eigenſchaft einer be» 


ſtaͤndigen Verhaͤltniß ber finien BM, FM (202) allen 
gelſchnitten gemein ift, die fid) auch durch die Beſchaf⸗ 
ſenheit dieſer Verhaͤltniß, nachdem ſolche eine Verhaͤlt⸗ 
niß der Gleichheit, (ratio aequalitatis) eine kleinere 
oder groͤßere Verhaͤltniß der Ungleichheit (ratio mi- 
nor vel maior inaequalitatis) iſt, unterſcheiden laſſen. 


206. Anm. Die Linie QC heißt die Directrix des 
Schnitts, denn ſo pflegt man uͤberhaupt jede Linie in der 
Geometrie zu benennen, welche die Bewegung einer andern 
SN 3 Linie 
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Linie oder Fläche beſtimmt, durch welche eine Linie, Fläche 
oder ein Körper beſchrieben wird. Die Beſtimmung diefer 
Directrix, fuͤr einen gegebenen Kegelſchnitt, aus der Tan⸗ 
gente, iſt (51) gezeigt worden. Die Directrix ift aber nicht als 
lemal eine gerade Linie; denn wenn man ſtatt QC it» 
gend eine krumme Linie, z. E. einen Kreiß zur Directrix 
annaͤhme, und eine Linie ſuchte, die in allen ihren Puncten 
von dem Umfange dieſes Kreiſes, und einem willkuͤhrlich 
angenommenen, der Lage nach beſtimmten Puncte, jedesmal 
gleich weit entfernt waͤre: ſo wuͤrde man wieder auf die 
Kegelſchnitte kommen; wobey es auf die Lage des angenom⸗ 
menen Punctes, ob ſelbiger innerhalb oder außerhalb des 
Kreißumfanges ſich befindet, ob er der Peripherie unendlich 
nahe, oder unendlich von ihr entfernt liegend, angenommen 
wird, hauptſaͤchlich ankommt. Setzt man den Halbmeſſer 
des Kreiſes unendlich, fo erhält man wieder die gerade 
linichte Directrir Q C, und man begreift leicht, daß die 
Beſchreibung der Kegelſchnitte, vermittelſt des Kreiſes und 
eines angenommenen Punctes, noch allgemeiner ſey, als die 
vorhergehende (202) weil dieſe ſich aus jener herleiten laͤßt, 
und verſchiedene Eigenſchaften der Kegelſchnitte aus ihr un⸗ 
mittelbar folgen, oder ſich doch durch ſehr leichte Schluͤſſe 
uͤberſehen laſſen. Die geometriſche Conſtruction der Kegel⸗ 
ſchnitte nach dieſer Methode, mit allen dabey vorkommen⸗ 
den Beſtimmungen, allhier zu zeigen, wuͤrde zu weitlaͤuftig, 
und ſelbſt wider die Abſicht ſeyn, die ich mir hier vorgeſetzt 
habe. Sie hat übrigens keine Schwürigfeit, und man 
kann ſolche in des Herrn Pater Scherffers Geom. P. III. 
Art. III. umſtaͤndlich auseinander geſetzt, nachleſen. 


207. Aufg. 48. In dem Rechtecke ACDE 
(Fig. 35.) deſſen Soͤhe CD, und AC die Baſis ift, 
theile man die Linien AD; AE; eine in fo viel 
Theile ein als die andere. Durch d, einen will⸗ 
kuͤhrlichen Theilungspunct in AD, richte man auf 

| AD 


* 
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Ab das Perpendikel dz auf, und ziehe aus D die 
Linie Dg, nach dem zugehoͤrigen Theilungspuncte 
g der Linie AE; daß naͤmlich Dd: DAS Eg: EA. 
Die Linien Dg, dz ſchneiden alsdenn einander in 2. 
Man ſoll die krumme Linie ſuchen, die des Pun⸗ 
etes z geometriſcher Ort iſt. 


Aufl. Mon ſetze Dd x; dz y; AE —CD 


Sa; AC ED Sh; und ſuche eine Gleichung zwi⸗ 
ſchen x und y 


Nun fep AD ober y a? no s; nach der Gor 
att 


ſtruction ift AD (s): Dd (x) EA (a): Eg= — 


8 3 
ab be — — Ag. Man ziehe fete 
ner das Perpendikel gH, fo ig AgAH v ADAE, ` 
ſolglich DA (s): AE (a) = Ag — : 

S 


ag, Se s? — as ax 


AH = — — alſo AD — AH— 
b’s+ta2x 


8 2 


8 * 


= HD; unb eben ſo DA (s): DE (b) 


— Ag KM «gn = Am und weil 


auch ADHg S ADdz, fo ijt endlich: 
2 b? d - e Pax 
DH — — Age D 


s? 


abx(s—x 


(x): dz oder y z p. folglich bie i ſu⸗ 
M 4 chende 


d LJ 
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chende krumme Linie, eine Linie der zweyten Ord. 
nung oder ein Kegelſchnitt. 


Da die Ordinate y hier eine einfoͤrmige Function 
der Abſeiſſe x ift: fo kann die Linie unmoͤglich ein Cirkel 
oder eine Ellioſe ſeyn; weil in beyden die Abfeiffenlinie 

niemals eine ſoſche Lage haben kann, daß zu jeder Ab⸗ 
‚feiffe nur eine Ordinate, wie hier, gehoͤrte. Fuͤr x — o 
wird x = o oder xs AB: (Fig. 36.) und ſchnei⸗ 
det alſo die krumme Linie die Abſciſſenaxe S T in den 
Puncten A unb B. So lange ein pofitives x kleiner ift 
als s, ſind die Ordinaten poſitiv. Fuͤr ein poſitives x 
hingegen, daß groͤßer iſt als s, oder fuͤr ein negatives x, 


* ba 
das nicht größer ift als Ie find die Ordinaten negativ, 


bis 


und werden für x S so, oder x — — — — AH, 
* & a 

ſelbſt unendlich; daß alſo W A BO zween unendliche, die. 

ſen Abſciſſen zugehoͤrige, Schenkel der krummen Linie 


e b? * 
find. Fuͤr x — re wird in der Gleichung Zähler 


und Nenner negativ; folglich kommen für dergleichen nes 
gative Abſeiſſen, wieder poſitive Ordinaten, und alſo noch 
zween andere unendliche Schenkel IM K, über der Abs 
ſeiſſenaxe ST, weil auch für x = — 9o, die Ordinate y 
unendlich wird. Die krumme Linie ift alfo eine Hyper. 
bel, und RG dire von ihren Aſymptoten. Auch ſiehet 
man ſogleich, daß es hier ein Maximum und Minimum 
in ten, Oedinaten, rechts und linker Hand von dem Mm, 
fangspur cfe A, geben muͤſſe. Für beyde Fälle iff hier, 
wie durchgehends bey den Kegelſchnitten, die Tan⸗ 
gente an dieſe Puncte, mit der Abſeiſſenaxe ST pa» 
rallel, alfo die Subtangente = oo, fo wie die Sub⸗ 

normale 


- 


bs (a? ＋ 2b* — abs) 55 bs (s — b)? 


Kr 


abs — azy — 2abx — o geftét, y —- 
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normale = o. Man ſuche alſo fuͤr die Gleichung 

a bx (s - x) , 
ax bs 

T abx? — 9; bie Subtangente P T, (a 1) fo findet man 


g^x 4 b? Sé 
T5 UI ;, alſo P T & , d. i. 


d. i. für a xy + b^sy — absx 


PIDE deii ei 
abs —a?^y —— 2abx 


bs — 2 bx 


Setzt man nun hier ſtatt y, den Werth dafuͤr, aus obiger 
Hauptgleichung, fo bekommt man hierdurch die be, 
ui : i —2b?sx bes? 
ſtimmte Gleichung, cx = — s: - , wofür 


ble beyden Werthe von 


b?s b*s? 2?b252 
Eme Zu ee b. i. 
bes bei 
em CR fommen, von welchen b 
a A j 
bs(s—b à 
se 2 = Ap, die Abſciſſe für das Maximum 
a / | 


oder für die 


— bs (bs) 
a 


a?  S 
zu A p gehoͤrige Ordinate pm; der andere 
— AP, die Abſciſſe für das Minimum — 
om - iss oder für bie zu 


A 


M 5 AP 


186 Anhang einiger Aufgaben, 


A P gehörige Ordinate PM giebt: fo bag (id) im erſten 
Falle, Abfeiffe und Ordinate zu einander, wie a:(s—b) 
im 3weyten wie a: (s+b) verhalten, alſo die Ordinate, 
wenn ſie ein Groͤßtes wird, hier kleiner iſt, als da, wo 
ſie ein Kleinſtes iſt. 


208. Ouf. 1. Will man die Syperbel ſelbſt ver. 

zeichnen, (o nehme man (Fig. 36.) auf der Abſelſſenlinie 
; b? 

SJ bie Unien AB s; AH — Td fo iſt RG rechte 

winklicht durch H mie S T, die eine Aſymptote, auch find 

A; B; zween Puncte der Hyperbel. Man nehme ferner 

BD = AH, fo ift D ein Punct der Abſeiſſenaxe, durch 


welchen die andere Aſymptote gehen muß (Alg. 414.) 
Ihre Lage zu beſtimmen, feige man die Ordinate 


bs (bs) ö 
PM= — etin, rechtwinklicht auf bie Abfeiffe 
bs(b+ 
AP = Cha) d d fo iſt M ein Punet der entgegenges 
a 


ſetzten Hyperbel, und MR, mit S T parallel gezogen, 
eine Tangente an dieſen Punct, weil PM ein Kleinſtes. 
Man verlängere MR nach Q. bis MQ — MR, fo if 
aud) Q ein Punct in der zweyten Aſymptote, und ihre 
Lage nunmehr durch die Puncte Q. D, beſtimmt gege, 
ben, fo daß man aus den gegebenen Aſymptoten und Hy. 
perbelpuncten die Hyperbel ſelbſt (Alg. 415) gar leicht 
verzeichnen kann. N 


209. Ouf. 2. Der Durchſchnitt beyder Aſymptoten, 
beſtimmt das Centrum C, und den Aſymptotenwinkel 
DCH- 2k; durch deſſen Halbirung ECH — ECD 
= k; man die Lage der großen Axe EK — a, fo wie 
durch folgende Berechnung, fo wohl dieſer als der Pet, 

nen 
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nen Axe GF — y; und des Parameters 9; Größe 
findet. 


Denn weil QR II ST, auch QM= MR, fo ift 
MR PH == AP — AH * QM, und HD. 
a 
2b?)s 


— AH-E BDA AB AHT AB A nt 


auch ift 8 QRC DH DPL, folglich 
OR: HD=RC: CH, al QR+HD: RC--CH 
— Hb: CH A í. in ber Figur, wo QR SMR 
2 PH unb RC CH — PM; 


2PH THP: PM = HD: CH 
s(s+b)* bs (sb)?“ s(a- zb) 


a” a? a? 


CH 


b a? 2 2 2 
CH N dae e 
a? a a? 
b. HD BIER] 
= und CD S YCH?’+HD* 
s? (a? ＋ ab?) s HD 
= 33 = Zu Auch iſt HD: CP 


za: s und CH: HD — b: a ingleichen CD: CH zs: 
b. Nun iſt 


HD: CD [a: e p EE. hi OL 


2 
und HD:CH [2:5] QM UST; Dec b?; 
a 
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: b3s5 
alſo CL. LM = e dem beftändigen Produete 


der Coordinaten auf der Aſymptote, — C Va, der Potenz 
der Hoperbel, w wenn CV — VE gemacht wird. Man 
ſetze alfo 
zw ba Ca bs. 
= = 3 fo wird VE, mit CH 
parallel Vica CV ſeyn. Man ziehe ferner das 
Wendel VN, foi CN NE x a, und i: Cof. k 


(bs? bs) 
a* 


= CV Ken, SC 


bs? fb 
— — TE. 
a? 4 


8 ; 
unb 40N ob 8. Cof, k = a, der großen 


Axe. Eben fo it CN: NV=CE(aCN): EF d. i. 


bs? h R 
Cof. k: 3 Coſ. k: EF— abe ZS 
ni > ge 


4bs2 bs 
a? 


nen Axe; beydes für den CS? 1; welches mit 
Alg. 416. VI. vollkommen üͤbereinſtimmt. 


Sin. k und 2 EF — . Sin. K — y, bir klei 


Eben ſo waͤre CH: HD[b:a]o r: tang. XM 
' Cot, HDC, to ſowohl Tang. 2 K als Cot. HDC — — z ; 


wodurch man die Lage der zweyten Aſymptote OV bes 
ſtimmen kann, ohne den Punet M vorher zu ſuchen. 


210. 
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210. Juſ. a. Die trigonometriſchen Anſen aus den 
Axen wegzuſchaffen, muß man Sin. k; Coſ. k; wie vor⸗ 
her tang. 2k; Cot, HD C in a und b auszudrucken ſu⸗ 


chen. Nun iff CD: DH[s:a]— 1: Sin. 2 k = - zc 


und CD: CH [s:b] = ı: Cof ak = ES und kann 


man aus dem Sinus oder Coſinus des doppelten Win- 
fels, den Sin. oder Cof. des einfachen Winkels leicht fin, 
den. Es iſt aber für den Halbmeſſer 15 (Trigon. 19. 
i [I — Cof. 2k 
S. b. 8. 9.) Sink — facia, SA 


| 2 
＋Cof 2k 
Cof. k — * : - oder, den Werth von Cof k 
ST zx] 
gehörig ſubſtituirt, Sin. Kk = * ; 


28 


Ys+b m 
Cof. k — TUE Diefe Werthe in die obigen Aus⸗ 


abs” Ybscs+b) | 


druͤcke von a, y geſitzt, geben * — 


2 „2s 
abs? Vab(s Ab) 4 bs bs (s — b) 
„ und 7x 
a a? „28 
"abs? V2b(s— 8) | ys 
= TEL, alfo den Parameter D = a 


* 
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Abs ab(s—b) 2b Vas 50 


a 2? 
b2 2 2 
Se eg ift gie — 2. 
a? 2b (s4- b) 16 


ik Douce EPaS, | 


wie oben (209). 


Die Gleichung der Hyperbel alſo, von welcher der 
Bogen AzD (Sig. 350 d. i. der Bogen AEB (Fig. 36.) 


s—b 2 b?s* (s-—b) 
£ DB HI Ze ` gece e 
nur ein Stuͤck ift iſt z EI = 


die Abfeiffen u aus dem 2 C, oder 


bes (S — b b 
e GN die Abſciſſen w 
an Fab(s Tb) 7 


vom Scheitelpuncte E an gerechnet. 


211. Anm. Beym Frezier; Theorie et Pratique 
de la coupe des pierres &c. T. I. p. 124. kommt die in 
vorhergehender Aufgabe geforderte Verzeichnung des Bogens 
AzD unter dem Namen: Trait du Maitre Blancard vor. 
Die Abſicht nämlich ift, einen gedruckten Bogen über ein 
Fenſter u. d. g. zu verzeichnen, deſſen Hoͤhe gegen ſeine Breite 
geringe iſt. Der Zimmermeiſter Blancard bildete ſich ein, 
der Ort des Punctes 2 waͤre ein Bogen eines Kreiſes, der 
durch A, > : (Ste. 35.) gienge, deſſen Halbmeſſer alfo 


2 (CD tc 8555 waͤre; welches aber durch das, was hier 


gezeigt worden "it widerlegt wird. Auch kann, da der 
T B (Sig. 36.) nicht der Scheitelpunkt der Hyperbel iſt, 
der 
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der Theil DZ B (Fig. 35.) der hier in DC BF mit verzeich⸗ 
net, und dem in AC DE verzeichneten gleich und aͤhnlich ift, 
nicht die Fortſetzung des hyperboliſchen Bogens AEB (Fig. 
36.) und alfo der Bogen A2 DZB (Fig. 35) nicht ein Bo⸗ 
gen einer einzigen zuſammenhaͤngenden Linie ſeyn: ſondern 
man muß in dem Rechtecke C DER wiederholen, was man 
in CD EA gemacht bat. 

Zu der Abſicht des gedruckten Bogens koͤnnte man noch 
ſuchen, was die krumme Linie, die des Punctes 2 geometri⸗ 
(der Ort ift, für Winkel mit C D, in D; mit CA in A; 
oder CB in B; macht. Das erſte würde entſcheiden, ob 
der Theil, der in D CBF verzeichnet wird, mit dem in 
CDE A verzeichneten zuſammenhaͤngen kann, daß fie eine 
Tangente EDF haben, oder ob da ein ſpitziger Winkel zwi⸗ 
ſchen beyden entſteht: wenn das nicht ſchon aus dem vorher⸗ 

gehenden bekannt waͤre; das zweyte iſt zu wiſſen noͤthig, wenn 
man unterſuchen will, wie dieſer Bogen gegen die Widerla⸗ 
gen druckt. 


212. Aufg. 49. Den Winkel zu finden, den eine 
Linie aus der Sonne an einen Planeten gezogen 
(radius vector) mit des Planeten Richtung macht. 

Aufl. Die Planetenbahnen ſind Ellipſen in deren 
einem Brennpuncte die Sonne liegt; der Weg eines 
Planeten aber, hat in jedem Punete der Bahn bie Rich» 
tung der Tangente an dieſen Punct. Alſo heißt die 
Aufgabe, geometriſch betrachtet: den veränderlichen 
Winkel SMT zu ſuchen, den die Linie SM in dem 
Puncte M mit der Tangente MT an diefen Punct 
macht. | ! 


Man ziehe bie Ordinate MP, fo ift alsdenn tang. 
SP BE...” 

SMP= yj unb eben fo tang. PM T = Gei ao r 
(Trigon. 19. S. 3. Zuſ.) Tang. (SMP+PMT) d. i. 
CH Lang, 
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SP+ Ze SE 
MP* 


Tang. SM T 


ST. Mp. 
Mf — SP. PT 
dem erſten pono in ihren Werthen aus, nach welchen 


Druͤckt man nun dieſe Linien, aus 


a? — 4u2 
MP* — (a? — 4u?); PT — ———— ; 
7n zu 
jp b e ST 3 ＋2 u VA — ca 
2 4 u , 


wo a die große Axe AB; c die kleine Axe ML; u die 
: veränderliche Ab ciſſe CP, bebeutet, fo findet man 


| 3 n 
sT. MP e ya 
: ` Au 2a 
ai 
VA A= wenn man hier ian E 
: au 


= Q ët, €ben fo iſt | 
" MPs — SP, PT= — (a2 — 4u*) 2 
44 


(z2uT Va-) (2?2—qu?) 


2 au = (a! — u“). 
TL 20 Q — c? | 
eoim. xpo Re LU 
wenn man den letzten Factor ot PE 


2c*u — 2a?u — a* Ve — E "` 
kee E 
gatu 


z S ft. 
& Nun 
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Nun findet (i 8S S — Ver ; und hleraus 


MP? —SP. PT zs — (a^ —4»?) 8 ; 


| 


folglich 3 2 LR ik 

DEUS ee Er 

— 2 —4u 92 —— 

oder Tang. SMT — 2 "DAC EE 
TE Lern da -—4u* 


für bin  Halbmeffer 155 Nun if in ber Ellipſe fa? Be 


und 7 us, fo wie beyder Product, allemal pofitis; 
u mag elne kleine oder große Abfeiffe bedeuten, und bleibe 
daher Lang. S M T durchgehends, für affe Punete der El⸗ 
lipe, verneint, oder der gefundene Ausdruck giebt den 
Winkel S M T durchgehends ſtumpf; denn bey w, iſt 
dieſer Winkel Smt. Kür den Nebenwinkel S M K, der 
den Winkel S MT zu 180° ergänzt; müßte man für die 
Tangente dieſes ſpitzigen Winkels, den vorbergefundenen 
Ausdruck poſitiv en, alfo Tang. S MK = 


ac 


£s 2 — Be Au? 
SMT — =- Tang. S MK (Trig. 19. S. 4. 3uf); auch 
folgt hieraus Tang. (SMT 4-SMK) — o, mie für die 

Tangente eines Bogens oder Winkels von rgo? auch ns 
nothwendig kommen muß. | 
213. Anm. Hätte man aus dem zwegten Brennpuncte 
s die Linie s M gezogen, fa waͤre (8) s MT SMK. Der 
Winkel s MI liegt aber in einem Triangel s MT, von wel» 
' BM chem 


- fien , unb fo fommt Tang, 
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chem man bie drey Seiten s M, s T, MT, aus dem erſten 
Capitel ausdruͤcken kann: und fo hätte man Sin. s MT d. i. 
Sin. SK M (Trig. 20. S.) aus dieſen Seiten berechnen koͤn⸗ 
nen, wo der gefundene Ausdruck zugleich den Sinus von 
SMT, des ſtumpfen Nebenwinkels, beſtimmt haben würde; 
aber die Rechnung dafür ift nicht kuͤrzer als bie vorige, für 
die Tangente des zuſammengeſetzten Winkels, durch welche 
man zugleich bie Zweydeutigkeit des Sinus vermeidet, und den 
geſuchten Winkel gerade zu ſtumpf findet. 


214. Ouf. 1. Der hier gefundene veraͤnderliche Aus. 
druck für Tang. SMT, giebt auch den Winkel SMT 
veraͤnderlich. Will man nun unter allen SM'T den 
groͤßten Winkel ſuchen, ſo muß man u ſo beſtimmen, daß 

— — oder Tang. S MK ein Rleins 
Va- däi 4u* 
fies wird (denn fo wird ber Winkel SM K ein kleinſter, 
folglich fein ſtumpfer Nebenwinkel SMT ein größter) 
welches geſchieht, wenn man CP oder u = o (e&t, weil 
dadurch der Diviſor ein Groͤßtes, folglich der Quotient 
U 
a — c?, (a5 —o Nac 
wird. 


215. Suf. 2. Wäre die Planetenbahn eln Kreiß, 
fo wäre in dem Ausdrucke für Tang. SM T, auch a Sc, 


—— : 2 
und Cas —c^ —o, alfo Tang. SMT — — = , 


— 


für jeden Werth von u. Der Winkel SMT wäre hier 
alfo durchgehends ein Winkel von 90°, oder ein rechter 
Winkel, wie bereits aus den Elementen bekannt iſt. 
Man findet alſo durch Berechnung, wie viel aufs hoͤch⸗ 
fte; (denn der Fehler vermindert (i, je größer -— 
11 505 2 n 
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in der Eflipfe angenommen wird, fo daß er für u —za 
ganz verſchwindet) dieſer Winkel unrichtig angenemmen 
wird, wenn man die Planetenbahn fuͤr einen Kreiß an⸗ 
nehmen wollte. Dieſes geſchleht z. E. von Hrn. Euler, 
in der Unterſuchung von den Folgen aus der allmäpligen 
Fortpflanzung des dichtes Comm. Petrop. T. XI. p. 185. 
und a. a. O. Man muß alſo, wenn man eine ſolche 
Vorausſetzung brauchen will, berechnen und zeigen koͤnnen, 
bof die Unrichtigkeit, die man mit ihr annimmt, in das 
was man aus ihr herleitet, keine betraͤchtliche Folge hat. 


216. Juſ. 3. Naͤhme man des Planeten Pecentris 


Së Ya?—c* 2: 
eitaͤt CS oder = 0, 62.43, oder SC: 
€ 2 


735. CA, fo fände man Ya — c^- o, 02. 2 — 15a, 


— — — 


" a 7 ; 

50 — 12 a 2 ` 

und hieraus c? — Areal „oder o — M u: 
50 5 o i 


34/2499 a qu 
.: — 2 72 uͤr die 
ya^ —c? 30 59. Y 499 f 
Tangente des gefuchten kleinſten Winkels S MK, auf ben 
Rechnungshalbmeſſer 1 bezogen; und fo findet man, 


vermittelſt der Logarithmen (nach welchen log. V 2499 
=; log. 2499.) für den Halbmeſſer der logarithmi⸗ 
ſchen Tafeln. : 

z log. 2499 = 1, 6988831 

log. rad, tab. = 10, 0000000 


alfo 


Log. tab. Tang. S MK = r1, 6988831 
welche Zahl in der Reihe der Logarithmen für ble Tangen. 
ten den Winkel 88° 51 + giebt, und ift folglich, bep bie. 
fer Vorausſetzung, der größte ſtumpfe Winkel, oder 
. N 2 T 


— 


* 
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SMT'— 180 — (88° ＋ 51 4-...) 291? 9 und 
überteifft den rechten Winkel, den der Kreiß geben 
würde, noch nicht um 1° 9° | 


217. Suf. 4. Eine ſolche Ellipſe wäre aber noch mehr 
eccentriſch als die Erdbahn, wenn man für fie (Anf. d. ang. 
Math. $. 274.) die mittlere Entfernung, 4 (AS+SB) 
oder £1 (31626 ＋ 22374) d. i. AC = 22000 Halbmeſ⸗ 
ſer der Erde, folglich AC — AS= 22000 — 21626 
, 8 5a — c? 
oder die Eccentricitaͤt SC — 374 = E ſetzet, 
woraus Ya. — c^ — 748, alſo o a! — (748) = 
(44000) — (748) “ oder c == 43992, beynahe, folgt. 
Hieraus finder man | 


c 2 . d 
va*-—e 748. 748 
10 ＋ Log. 9 10, 9542425 


Log. 4888 = 3,6891312 


alſo 10 + Log. 43992 = 4,6433737 
| und Log. GAN, — 2,8739016 ſubtr. 


Log. tab. Lang. SMK = 11, 7694721 
u welchem Logarithmen der Winkel von 89? 2' — der 
naͤchſte in der Tafel iſt. Da nun (212) Tang. S MT — 
— Tang. S MK zz — tang. (895 2 —) ſo iſt hier der ge⸗ 
ſuchte groͤßte ſtumpfe Winkel, oder SM'T' = go? 58 ＋ 
Läßt fid) alfo zeigen, daß bey den Berechnungen von der 
allmähligen Fortpflanzung des Lichts, oder bey andern 
Unterſuchungen, auf welche dieſer Winkel einen Einfluß 
hat, verſtattet iff, einen ſolchen Winkel für einen Winkel 
von go? zu nehmen, ſo darf man auch die Erdbahn, in dem 
Falle, fuͤr einen Kreiß annehmen; wie Hr. Euler am an⸗ 
gefuͤhrten und andern Orten gethan hat. 
218. 


E 


die Kegelſchnitte betreffend. 197 


218. Anm. Bey ſehr eecentriſchen Bahnen, wie z. E. 
die Bahn des Merkurs ift, gebet es nicht an, weil da der Feh⸗ 
ler zu betraͤchtlich wird. Dieſes hat Hr. Euler ſelbſt wahrge⸗ 
nommen, ob er gleich anfänglich geglaubt hat, bie Planeten» 
bahnen ließen ſich zu bemeldeter Abſicht alle für Kreiſe anneh⸗ 
men, und hat daher dieſe Unter ſuchung ſelbſt von neuen in den 
Mem. de l'Acad. de Pr. 1746. vorgenommen. Die hier 
beygefuͤgten Erläuterungen zeigen übrigens den practiſchen 
aſtronomiſchen Nutzen dieſer Aufgabe, die zugleich eine Probe 
von der Wichtigkeit mathematiſcher Kenntniſſe in der Abſicht 
iſt, daß wir hier wiſſen wie viel wir fehlen, weil wir doch 
allemal gewiß fehlen. 


Bemerkung über die erſten Parabeln von 
allen Geſchlechtern. 

219. Menn man die Pythagoriſche Tafel (Geom. 
36) rechter Hand und unterwärts erweitert, fortſetzt: fo ift 
klar, daß alle poſitive ganze Potenzen, der von Eins an, in 
natuͤrlicher Ordnung fortgehenden Zahlen, in die Quadrate 
faͤcher der Tafel ſich nach und nach einſchreiben laſſen. Den 
untern, rechter Hand liegenden, Eckpunct eines ſolchen klei. 
nen Quadrates, nenne man den Winkelpunct der einge⸗ 
ſchriebenen Zahl: fo findet fi), daß alle Winkelpuncte 
der Quadratzahlen, in einer geraden Linie; alle Win⸗ 
kelpuncte der Wuͤrffel, in einer Apolloniſchen Para⸗ 
bel; alle Winkelpuncte der Biquadrate, in der erſten 
cubiſchen; alle Winkelpuncte der fünften Potenzzah⸗ 
len, in der erſten biquadratiſchen Parabel u. ſ. w. zu 
liegen kommen, dergeſtalt, daß jedesmal der Grad dieſer 
erſten Parabeln, die insgeſammt die Seite p. eínes ſol⸗ 
chen kleinen Quadrates zum gemeinſchaftlichen Parameter 
haben, um Pins kleiner ſeyn wird als der Potenzial. 
exponent der Zahlen, durch deren Winkelpuncte dieſe Pa⸗ 
rabeln gehen; fo daß die Parabeln y? — p^7*x, den 
(n4 1)ten Potenzen der natürlichen Zahlen zugehoͤren. 

| * Bew. 
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Bew. Wenn (Fig. 38.) AB AC — p; APD mp, 
daß ben P die natuͤrliche Zahl m ſteht, fo ſteht in der Queer. 
reihe H UL jebes m. z, wo z jede ganze 3 : f bedeutet. Alſo ſey 
PO — p. m. z; A. z; Lol nun mz = mn, ſeyn, fo ift 
2 mn, alfoPQ — AP. m 2-*, ober, weil nach dem vori⸗ 


, i DP 
gen m ES alfo mu- — rn fo kommt PO = AP. 
APn-z A pn ; 
re, oder pa, PQ—A P^, und hier. 


aus die Gleichung y^ — p? -* x, für alle erfte Parabeln. 
220. Ouf. Die Bogen dieſer Parabeln haben ingges 
ſammt ihren gemeinfihaftlichen Scheitel in A, und find ges 
gen die Abſeiſſenaxe AP hohl oder erhaben, nachdem man 
auf ihr x oder y zur Abfeiffe der Gleichung yn S pn-* one 
nim mt; fo daß fid hier immer zwo, gleiche und ähnliche, 
Parabeln, über APin die Tafel et ſchreiben (offen, weil 
hier jede Potenzzahl uͤber r, von den Wuͤrffeln an ge 
rechnet, in der Tafel zweymal in ahnlicher Lage vorhan. 
den iſt. Für n == wird y — x, die Parabel eine qe 
rade Linie fuͤr die in gerader Linie hintereinander liegende 
Quadratzahlen. | e 
221. Anm. Dieſe Bemerkung über die Potenzzahlen, bez 
ren Wahrheit ich aus der Betrachtung der Pythagoriſchen Tafel 
durch cine Induction erkannt hatte, uͤberſchrieb ich bey Gelegen⸗ 
heit dem Hru. oft, Kaͤſtner, welcher fie auch einer Bekannt⸗ 
machung nicht unwerth hielt, und mir den hier beygefuͤgten all⸗ 
gemeinen Beweiß dafür guͤtigſt mitt heilte. Es erhellet uͤbrigens 
von ſelbſt, daß man, ſo wie hier mit den Potenzzahlen in der Py⸗ 
thagoriſchen Tafel geſchehen ift, auch andere Zahlen, die nach ei⸗ 
nem mit Abſicht gewaͤhlten Geſetze fortgehen, in Quadrate, 
Nechtecke, Triangel u. f. w. einſchreiben, und die Linien auf- 
ſuchen könnte, die die Winkel ⸗ oder andere Punete gewiſſer Jah⸗ 
len unter den eingeſchriebenen, ſchneiden würden; welche Unter⸗ 
ſuchung in verſchiedenen Fällen nicht ohne Nutzen ſeyn duͤrfte. 
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